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Modelos de regresion con series
de tiempo




El modelo de regresion lineal

El modelo de regresién lineal en un contexto de series de tiempo es:

Y = 51 +52xt + &,
£ ~ WN(0,0?)

:Como usamos este modelo para hacer predicciones?
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Pronostico condicional (1/2)

Podemos utilizar el modelo de regresion lineal para hacer un pronostico de y; condicional a los supuestos sobre la
variable x;. Por ejemplo:

EYrsn | XT40)" = 61 + ﬁzx;#h

donde hemos supuesto que el valor de x; en el periodo T + & es X7, . Este tipo de analisis se conoce en la practica
como analisis de escenarios o analisis de contingencia.
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Pronostico condicional (2/2)

Por supuesto, si suponemos que €; es un ruido blanco gaussiano, entonces la distribucion condicional del prondstico es:
* * 2
Yran|Xpy, ~OQ@ran X7y, ,07)

Esto nos permite calcular intervalos de confianza para la prediccion.
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Incertidumbre en los parametros (1/2)

Naturalmente, el prondstico que acabamos de realizar no esta exento de incertidumbre. Para ver esto, estimamos el
modelo por MCO'y lo evaluamos en X7, , . En este caso, el prondstico para el periodo T + & es:

YT+n,T |X*T+h = by + b2X*T+h )
y el residual:

€T+n,T = YT+h — y%+h,T |x*T+h
=(B1 = b)) + (B2 — ba)xy,, + €T+

6/81



Incertidumbre en los parametros (2/2)

Si calculamos la varianza del residual:
Var(ersnr) = Var(by) + x*T2+h Var(by) + o2
donde los primeros dos términos reflejan la incertidumbre en los pardmetros del modelo. Entonces, para construir un

intervalo de confianza para el prondstico que refleje esta incertidumbre:

Yrun 1 X5 ~ OO X, - Varby) + X372, Var(b) + o)
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Pronostico no condicional (1/2)

En ocasiones deseamos encontrar el mejor prondstico posible para ;. Esto es, un . Para hacer

esto, es necesario insertar un pronostico dptimo para X¢, XT+4.T, €n la ecuacion.
YT+ = P1 + P2 X1

Naturalmente, no siempre contamos con este valor futuro de x; (tenemos un modelo para ¢, no para X;).
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Pronostico no condicional (2/2)

Una solucion consiste en estimar y; usando como regresores los valores pasados de X;: X¢—p, s Xt—p—1 » Xt—p—2 » . ... POr
ejemplo, si deseamos pronosticar un periodo hacia adelante, podemos usar el modelo:

Ve = ﬁl +,82xt—1 + &

Por supuesto, es posible incluir mas retardos de Xx;. También, es importante resaltar que si el objetivo es pronosticar y; h
periodos hacia adelante, las variables x; deben retardarse al menos h periodos.
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Rezagos distribuidos (1/2)

El modelo anterior puede generalizarse como (nota el cambio de notacién):
Ny

Ye=go+ ) vixei +&
i=1

En este caso decimos que y; depende de los de X;. Pero, jcuanto vale N ?

Nota. i Por qué este modelo tendra este nombre?

10/81



Rezagos distribuidos (2/2)

Para elegir el valor de N  tenemos varias opciones:

e Usar pruebas de significancia estadistica.
e Usar los criterios de informacién (AIC y BIC).

e Revisar el comportamiento de los residuales.

Los modelos con rezagos distribuidos (si las series son estacionarias) pueden estimarse por MCO o por MCG.
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Modelo autorregresivo con rezagos distribuidos (1/2)

Los modelos con rezagos distribuidos pueden generalizarse aun mas:
Ny Ny

Y =¢o + Z Piyi-i + Z ViXe-j + &t
i=1 j=1

En este modelo hemos agregado retardos de la variable dependiente. Este es un modelo AR con rezagos distribuidos
(ARDL) de orden N ,,, N .. Este puede estimarse (si las series son estacionarias y no cointegradas) por Maxima
Verosimilitud, MCO o MCG.

12/81



Modelo autorregresivo con rezagos distribuidos (2/2)

Nota

Se puede mostrar que los modelos ARDL pueden expresarse como modelos con errores ARMA. Para ver esto, considera el
modelo ARDL(Ny, N y):

Ny Ny
Y=o+ ) Piyii + ) ViXej +E
) =1

El operador de rezagos nos permite reescribir el modelo como:

_ %0 T L N N
Y= om T o T e@m (IJ(L)—l—;qSlL, r(L)_JZ;yJLJ.

Nota que el término ﬁst induce un MA(e) en el error, lo cual es equivalente a un modelo ARMA bajo invertibilidad.
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Ejemplo (1/4)

Consideremos el siguiente modelo:
U = ¢o + Pr1ih-1 + P22 + ¥18-1 + &
Donde:

® U; es latasa de desempleo en tiempo't,

e g;eslatasadecrecimiento del PIB en tiempo t.
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Ejemplo (2/4)

Usando datos de los Estados Unidos tenemos que:

term
(Intercept)
lag(u, 1)
lag(u, 2)

lag(g, 1)

estimate

0.3615676

1.5331023

-0.5817890

-0.0482379

Modelo ARDL(2,1)
std.error statistic
0.0722796 5.002348
0.0555538 27.596726
0.0555935 -10.465055

0.0194888 -2.475156

p.value

0.000001

0.000000

0.000000

0.013939
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Ejemplo (3/4)

Podemos hacer prondsticos usando modelos autorregresivos con rezagos distribuidos usando las mismas técnicas
aprendidas antes (ver modelos ARMA).

ARDL(2,1), Desempleo vs Crecimiento del PIB
Train: 1948Q1-2013Q4 | Test: 2014Q1-2016Q1

10

Tasa de desempleo

1960 1980 2000
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Ejemplo (4/4)

La representacion ARMA del modelo ARDL nos permite calcular su funcion de impulso-respuesta. En el ejemplo tenemos:

Funciones Impulso—Respuesta (ARDL(2,1))

Choque unitario Impulso en la tasa de crecimiento
0.000
2.0
1.5
-0.005
&
n
[<}]
3
1.0
n
Q
o -0.010
0.5
-0.015
0.0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

h (horizante)
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Vectores Autorregresivos




;Qué son los vectores autorregresivos?

Los modelos con vectores autorregresivos (VAR) son una generalizacion de los modelos autorregresivos
uniecuacionales (AR) y de rezagos distribuidos (DL). Estos sirven para capturar la evolucidn y las interdependencias entre
multiples series de tiempo.
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Vectores autorregresivos: ejemplo

Como ejemplo, consideramos la relacién entre el inicio y el fin de construccion de nuevas viviendas en los Estados

Unidos:

Mercado de Vivienda en los Estados Unidos

0
o~ —o— starts
—8— comps
o
NE
'i.
-l|:,ll.{(
U i v L
2 ] l‘"‘. “‘Lh ; ";( "
" o e,
irg
’r'* o
O_ _ '1, " oY
F
1970 1975 1980 1985 1990 1995
Tiempo
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Estructura de los VAR (1/5)

Un VAR involucra k variables. En un vector autorregresivo de orden p con k variables, VAR(p), tenemos que estimar k

diferentes ecuaciones. En cada ecuacion tenemos como regresores p rezagos de la variable dependiente y p rezagos de
todas las demas variables del sistema.

Por ejemplo, para un VAR(1) con dos variables, Y1 ¢ y Y2+, tenemos:

_ 21 1
Yig =@ Vi1 + @y Vo1 +E1y

Var = 7 Y11 + 95 Va1 + €2y
€14 ~ WN(0,0?)
€24 ~ WN(0,03

; t=r71
Cov(ey;,677) = { I12;
(€1s,€2:) 0; t#T
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Estructura de los VAR (2/5)

Un VAR(1) puede escribirse en una forma mas compacta:

Y: = P1yi + &

donde:

1 ¢1
Yig \ | 1,1 2,1\ . €1t
YZ,t 1.1 ¢2,1 €2,t
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Estructura de los VAR (3/5)

Considera el siguiente modelo VAR(2):

_ 4l 1
YVig = ¢1’1)’1,t-1 + ¢2,1y2,t—1 + &y

2 2
Y2r = @1 Vi1 + 5, Y202 + €2y
E14-1 ~ WN(0,0'
E21-1 ~ WN(0,0'

0125
Cov(ey,82,) = {0, ’
9

Escribe el modelo en forma compacta.

D)

2
2

=1
L£T
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Estructura de los VAR (4/5)

En general, un VAR(p) puede escribirse como:
Y = Q1Y + P2¥i2 + o H Py p + &
O como:

D(L)y; = &

Donde @(L) es un polinomio de orden p:

L) =1 — ¢ L - ¢L° — p,L7P
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Estructura de los VAR (5/5)

Ademas, es facil deducir que, para un VAR(p):

[E(gt) =0

E(erel) = { Q f=t

0 t#T

donde Q es una matriz cuadrada de tamafio k, simétrica y definida positiva.
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Estacionariedad de los VAR (1/5)

lgual que para los procesos AR(p), un proceso VAR(p) es estacionario en tanto las raices del polinomio:
Ik — 1L —oL” —ppLP| =0

se encuentren fuera del circulo unitario.
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Estacionariedad de los VAR (2/5)

Ejemplo

Consideremos el proceso:

0.7 0.2
Y = <01 06) Y1 + &, Er ~ WN(O,Q)

El polinomio caracteristico del proceso es:
I, —®L| =0

En este caso, es facil mostrar que raices de este polinomio son:

27/81



Estacionariedad de los VAR (3/5)

Nota

La condicion de estacionariedad se puede encontrar a partir de los valores propios de una matriz cuadrada. Para ver esto,
considera un proceso VAR(p):

Y = Q1Y + P2¥i2 + o H Py p + &

Definimos la como:

(P11 &> b1 Pp)
I 0 0 0
A=]0 | [ 0 0
Lo 0 .. L. o,

Para que este proceso sea estacionario, es necesario que los valores propios de la matriz compariera se encuentren
dentrodel circulo unitario.
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Estacionariedad de los VAR (4/5)

Ejemplo

Consideremos el proceso:

07 02
y; = <0.1 0.6) Vi1 + &, g ~ WN(0,Q)

Muestra que los valores propios de la matriz @y son:

/11 =0.79<1, /12 =051<1
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Estacionariedad de los VAR (5/5)

Considera el proceso:

050 O 020 O
_ o+ o, +&, & ~WN@O,Q),
Y < 0 0.40) Vi < 0 O.lO) Yoo e t 0.9)

1. Encuentra las raices del polinomio |[I — @ L — ®,L?| = 0.
2. Encuentra la matriz compafiera.
3. Encuentra los valores propios de la matriz compafiera.

4. ;Es este proceso estacionario?
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Matriz de autocovarianzas de un VAR(p) (1/3)

Considera un proceso VAR(p):

Q t=71

p
Vo= Y@y e, Ee)=0,  Eeeh={o 7T

i=1
La puede calcularse como:

L) = B[y - WGy —w'], #=0.1.2,...

Nota. Aligual que en el caso de los procesos AR(p), tenemos estacionariedad siI'(h) no depende de t.
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Matriz de autocovarianzas de un VAR(p) (2/3)

Por simplicidad, supongamos que g = 0. En este caso:

L(n) = Elyy._,|. »=0,1.2,...
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Matriz de autocovarianzas de un VAR(p) (3/3)

Nota

Nota que ahora:

L(n) = Elyy._,]
= [E _yt+h y;+h—h ]

= Ely..vi]
+ T(=h)

Sin embargo:

T'(hY

Ely, ]

E|yey,., ]
T(—h)
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Ecuaciones de Yule-Walker (1/2)

Las se calculan de manera similar al caso de los procesos AR(p). Estas nos ayudan a
sistematizar el calculo de la matriz de las autocovarianzas de un VAR(p).

Paso 1

Multiplicamos el proceso pory} y calculamos el valor esperado:

p
E(y,¥) = ), ®iE(y; y}) + E(ery))
i=1

Usando la definicién de un VAR(p) y las propiedades de &;:

p
) = Z @; L) +Q
i=1
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Ecuaciones de Yule-Walker (2/2)

Paso 2

Ahora multiplicamos el proceso pory;_, para h = 1. Obtenemos que:

Esto es:

ECy, y;_,)

LM% '

p
Zcb E(yei ¥,_,) + E(ecy)_,)

D; E(y,; y,_,)

p
I'(h) = Z ®; T(h - i)
i=1
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Ecuacion de Lyapunov discreta (1/3)

Considera un VAR(1):
Ye =P1Y + &
El paso 1 implica:
I'0)=®, (1) +Q
El paso 2 implica:

I(h)=®, T(h-1)
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Ecuacion de Lyapunov discreta (2/3)

Entonces:

L) = @, T0) D +Q

Esta se conoce como ecuacion de Lyapunov discreta y nos permite obtener la matriz de varianzas y covarianzas
contemporaneas de un proceso VAR(1) estacionario.
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Ecuacion de Lyapunov discreta (3/3)

Nota

La ecuacion de Lyapunov discreta se extiende de forma natural a procesos VAR(p). Para esto, el modelo puede reescribirse
en su ;

E=F&_1 + v,

La covarianza estacionaria de &; satisface:
I'e(0) =F Fg(O)F’ + Q.

El bloque superior izquierdo de I'¢(0) corresponde a I'(0) del VAR original.
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Ejemplo (1/2)
Ejemplo
Considera el VAR(1):
0.7 02 I 05
yt=<0.1 0.6)”‘1”“ Q=(0.5 I >
Utiliza las ecuaciones de Yule-Walker para encontrar que:

285 1.71 )

I'0) =
©) <1.71 1.81
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Ejemplo (2/2)

A partir del resultado anterior, podemos encontrar que:

I'(1) = ®;T(0)

~
~

I'2) = &, I'(1)

~
~

(

(

247
1.28

2.01
1.04

1.64>
1.31

1.39 >
1.03
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Representacion VMA(°) (1/3)

Supongamos que las raices del polinomio |@(L)| = 0 se encuentran fuera del circulo unitario. En este caso, el polinomio
W(L) = (L) existe, lo que nos permite expresar un proceso VAR(p) en la forma de un proceso VMA(®):

y, = L)' &
= \P(L)Et

= Z W e
i=0

Con:

Y, =1
Y, =¢

Y =¥+

¥, =1 W51 + W52 +-- + ¢p\Ps—p
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Representacion VMA(°) (2/3)

Ejemplo

Consideremos un VAR(1) bivariado:

o o (0.7 0.2> e = 0 <1 0.5)
Ye = P1Y T &, 1 > Er&y) = = )
t o 01 06 o 05 1

(Usando las propiedades del operador de rezagos, las cuales se extienden al caso matricial) No es dificil demostrar que la
representacion VMA(e) es:

e = Z\Ph Et—n Yo=5L, ¥, =® (h=1).
1=0
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Representacion VMA(°) (3/3)

Ejemplo (continuacion)

Especificamente:

y

w= (g
(07 02)
"= (05 oss)
w-
"

0.383 0.258
0.129 0 254)
0.294 0.231

0.116 0. 178)

R
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Representacion VMA(°): Matriz de autocovarianzas (1/2)

La matriz de autocovarianzas de un proceso VAR(p) también puede obtenerse a partir de su representacion VMA(e). En
particular:

L(n) = E(yy;_,)

N

=) v ov,
Jj=0

Nota. Esta expresion es equivalente a la obtenida con las ecuaciones de Yule-Walker, pero resulta mas practica si
disponemos de las matrices W, .
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Representacion VMA(°): Matriz de autocovarianzas (2/2)

Considera un VAR(1) bivariado:

07 02 1 05
y, =Dy, +¢&, D, = , [E(gg))=Q = .
0.1 0.6 05 1

Utiliza la férmula de I'(k) para mostrar que esta es equivalente a la encontrada usando el procedimiento de Yule-Walker.

Pista. Quizas sea necesario usar tu computadora.
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Funcion Impulso-Respuesta (1/2)
Consideremos un proceso AR(1):
Ve =P1yi1 + €, |$1] < L.
Como hemos visto, este admite la siguiente representacién MA():
Vi=Er+Prem +Piein + ...

La muestra como un choque en el término de error, €¢, afecta a una serie de
tiempo, Y, en periodos futuros. En el caso de un AR(1) tenemos:

Periodo t t+1 t+2 t+3

€ 1 0 0 0

Ve 1 of! ¢1 i
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Funcion Impulso-Respuesta (2/2)
Considera ahora un VAR(1):
y: = @1y, + &, E(ecef) = Q.

Como hemos visto, este puede representarse como:

2
Y, =& +DPg + Digo + (I)%ﬁt_3 + .-

Cada matriz <I)’17 describe como un choque en (cualquiera de los elementos de) &; afecta la trayectoria de y;.
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Funcion Impulso-Respuesta: Ejemplo (1/2)

Ejemplo

Consideremos un VAR(1) bivariado:

(07 02 Y.
o=\ o1 o6/ 7"

En este caso:

1 O 0.7 0.2 0.51 0.26 0.383 0.258
Y: = & + €1 + £ + E3 +
0 1 0.1 0.6 0.13 0.38 0.129 0.254
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Funcion Impulso-Respuesta: Ejemplo (2/2)

Para interpretar, consideremos un choque de una unidad en € :

t t+1 t+2 t+3
€1t 1 0 0 0
€2y 0 0 0 0

yig @ii=1 )11 =070 ()1 =051 (W), =0.383
Yor (W) =0 (W) =010 (¥)2; =013  (¥3)2; =0.129

Por su parte, el efecto de un choque de una unidad en €5 :

t t+1 ) t+3
€1y 0 0 0 0
€2s 1 0 0 0

Vi W), =0 (W1);,=0.20 $);,=0.26 (W), =0.258

Ya. (Wo)p=1  (W),=060 (95),,=038  (¥5),, =0.254
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Funcion Impulso-Respuesta: VAR(p) (1/2)

Para un VAR(p) aplicamos la misma logica. Tenemos:
p
Y = ) @iy + &, EeE) =Q.
i=1

Su representacion VMA(e) es:

* p
Y: = ZO WY, €, WY=L, ¥, = Zl D;¥,_; (h=1),
= i=

Las matrices W, son las funciones impulso-respuesta (FIR). Cada una indica como un choque actual atecta a las variables
endogenas en los siguientes periodos.
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Funcion Impulso-Respuesta: VAR(p) (2/2)

Considera el siguiente proceso VAR(2):

<0.6 0.2) <0.1 0> oo
y; = Viol + L+ e -1
““\o1 05/ 0o 01/ "

1. Verifica que el proceso es estable.
2. Encuentra la forma VMA(®e) del proceso.

3. Construye la FIR para un choque de una unidaden€syenées; hasta h = 3.
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Funciones Impulso-Respuesta: Ortogonalizacion (1/4)

Considera un VAR(p):

p
Ye = 2 Dy, + &, E(e:€l) = Q.

i=1

Nota que, dado que €2 no es necesariamente diagonal, un un choque unitario en€ iy podria afectar a todas las
ecuaciones del sistema. Por lo tanto, las FIR no pueden interpretarse como choques estructurales puros.
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Funciones Impulso-Respuesta: Ortogonalizacion (2/4)

Para evitar este problema, podemos construir innovaciones mutuamente ortogonales. Esto es:
E(uup) = I,

En este caso, cada impulso uj ¢ representa un shock estructural independiente.
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Funciones Impulso-Respuesta: Ortogonalizacion (3/4)

Para construir innovaciones ortogonales, podemos utilizar la descomposicion de Cholesky:
Q = PP/,
donde P es una matriz triangular inferior.

En este caso:

& = Puy, = E(uiu)) = Ix.
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Funciones Impulso-Respuesta: Ortogonalizacion (4/4)

Ahora, sustituimos en la forma VMA(ee) de un VAR(p):

y: = Z W, e,
h=0

= Z V¥, Pu;_, .
h=0

De aqui, podemos construir la FIR ortogonalizada o FIR estructural. Esta es:

®h = \PhP
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Ortogonalizacion: Ejemplo (1/3)

Consideremos nuevamente el VAR(1) bivariado:

(07 02 .. o_ (1 06
Ye=\o01 o6/ 70 “\os 1)

Como primer paso, obtenemos la descomposicién de Cholesky de la matriz Q:

10
P= , e =Pu;,, Ewu)) =1,.
<0.6 0.8) : o B = b
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Ortogonalizacion: Ejemplo (2/3)
La FIR ortogonalizada no es mas que:
0,=Y¥,P.

Por ejemplo:

o <0.7 0.2>< 1 0 > <0.82 0.16>
1= —_ .
0.1 0.6 0.6 0.8 046 048
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Ortogonalizacion: Ejemplo (3/3)
Continuando con el procedimiento, no es dificil demostrar que la FIR ortogonalizada es:

Choque estructural enuy g:

t t+1 t+2 t+3
U t 1 0 0 0
(X 0 0 0 0

Yig (B, =100 (©);,; =082 (6);;=064 (B3),; =051
Y2or  (B)21 =060 (O); =046 (©y)2; =033  (Bs); =024

Choque estructural enup -

t | t+2 t+3
u 0 0 0 0
iy 1 0 0 0

Yig (©)2=0 (©1),=016 (0),=021 (0);,=0.19
Y2r  (@p)yy =080  (O1);, =048  (©),, =036 (03);, =028
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Descomposicion de la varianza del error de prondstico
(1/4)

La Descomposicion de la varianza del error de pronostico (FEVD) (Forecast Error Variance Decomposition) mide gué
proporcion de la varianza del error de prondstico de cada variable se debe a los diferentes choques estructurales del

sistema.

Para calcular esta, partimos de la representacion VMA(®©) ortogonalizada:

y: = Z O,u;, E(uiu)) = Ix,
h=0

donde:

Il
©

0,=Y¥,P, PP’
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Descomposicion de la varianza del error de prondstico

(2/4)

Elerror de prondstico a k pasos para y; es:

k-1

Ciiklt = Yerk — Ee(Yirk) = Z O, Uik -
h=0

Su matriz de varianza-covarianza es:

k-1
E(errilr€y) = ), 4.
h=0

Cada elemento diagonal corresponde a la varianza del error de pronéstico de cada variable a k pasos.
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Descomposicion de la varianza del error de prondstico

(3/4)

Para cada variable y;, la varianza de su error de prondstico a & pasos es:

-1k
Var(eian) = D, D (O

s=0 m=1

La contribucion del choque estructural ©; a dicha varianza es:

h—1

Var i j(€jtnt) = Z(@s )i2j :
s=0
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Descomposicion de la varianza del error de prondstico

(4/4)

Entonces, la proporcion de la varianza del error de prondstico atribuible al error u; es:

h—1
PUCDY

FEVD;;(h) = h_fz(’k .
(0,1,
s=0 m=1

En general, la FEVD:
e Cuantifica gué tanto de la incertidumbre futura de cada variable se debe a los diferentes shocks estructurales.

e Las proporciones FEVD;;(k) para un i fijo suman 1.

e Amedida que k — o, la descomposicion converge al efecto de largo plazo de cada choque sobre la variable .
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FEVD: Ejemplo (1/6)

Consideremos el VAR(1) bivariado:

(07 02 .. o_ (1 06
Ye=\o01 o6/ 70 “\os 1)

Donde, como hemos visto:

1 0 0.82 0.16 0.636 0.208
o=( 1 0) e=(" 1) |
06 038 046 048 0.328 0.356

<0.505 0.190)
0244 0277/
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FEVD: Ejemplo (2/6)

Para h = 1, usando:

1 0
0 = ,
06 0.8

la FEVD se calcula como:

(@)
S 1 (00,

FEVD;;(1) =
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FEVD: Ejemplo (3/6)

Entonces:

12
12 + 02
=1.00
02
12 + 02
= 0.00
0.6

0.6 +0.82
=036

0.8°

0.6 +0.82
= 0.64

FEVD (1) =

FEVD»(1) =

FEVD, (1) =

FEVD, »(1) =
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FEVD: Ejemplo (4/6)

Para h = 2, usamos las matrices:

1 0 0.82 0.16
0 = , O = ,
06 028 046 048
Entonces:

S 10 (O5)2

" p - k=2.
2 5=0 2 m=1 (GS)im

FEVD;;(2) =
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FEVD: Ejemplo (5/6)

Sustituyendo:

1.6724
FEVDI1(D) = 15550

=~ 0.985

02 +0.16>
FEVD12() = 75580

= 0.015

0.5716
FEVD21 (@) = 172030

~ 0.397
0.8% +0.48>

FEVD22(2) = —2750
~ 0.603
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FEVD: Ejemplo (6/6)

Ejercicio
Muestra que la FEVD para y; es:

t+1 ) t+3 t+4
U 1.00 0.985 0.968 0.957

W 0.00 0.015 0.032 0.043

Y para y»:

t+1 ) t+3 t+4
Ut 0.36 0.397 0.405 0.408

Wy 0.64 0.603 0.595 0.592
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Estimacion de unVAR(p) (1/3)

Consideremos el modelo:

p
Vozct Y @y te, & ~iid.00,Q).
i=1

Para simplificar, definimos:

x=[1 yo = Yipl. B=

Esto nos permite reescribir el modelo como:

y: =X+ &
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Estimacion de un VAR(p) (2/3)

Si suponemos que los errores son normales (multivariados):
£ ~1.1.d.0(0,Q), t=p+1,...,T

y que las observaciones (y_p+1 , ..+ »¥o) son conocidas, la funcién de verosimilitud (condicional) es:

" \ 1 <
L(B.Q) = 27y % QI exp{—z > we-xeB (v, - xtm}; n=T-p

t=p+1

La funcion de log-verosimilitud (condicional) es:

k I <
UB.Q) = - In(2m) — 2 10| = 5 Y (v = x:B) @7 (v, — x:P).
t=p+1
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Estimacion de unVAR(p) (3/3)

A partir de lo anterior, podemos encontrar que el estimador de méaxima verosimilitud es:

-1

T T
p = Z X; Xt Z XtY:

Este estimador coincide con el estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) ecuacion por ecuacion.

Por otra parte, el estimador de maxima verosimilitud para la matriz de varianzas y covarianzas de los errores es:

Q= — ELE;, Et=Y, —X P .
t=p+1
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Causalidad de Granger (1/3)

La causalidad de Granger evalla si los valores pasados de una variable y»; ayudan a predecir a otra variable y1s, mas
alla de la informacién contenida en los rezagos de y1; misma.

Formalmente, decimos que yo; no causa a y1s en el sentido de Granger si.
EQie | Q1) = EQie | Q=1 \ Y2u-1,Y24-25--4)5

donde €;_; es el conjunto de toda la informacion disponible hasta t — 1.
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Causalidad de Granger (2/3)

Para un VAR(p) bivariado tenemos:

p p
Yir=c¢1 + Z Pr1iVig—i + Z P12iVas-i + €1t

p p
Y =C + Z D21iV14-i + Z $22iV2i-i + Eot.

Entonces:
® Yy nocausaa i en el sentido de Granger siysolosigiag = -+ = ¢1op = 0.
® Y1t N0 causaa Yo en el sentido de Granger siy solo sigar1 = -+ = ¢a1p = 0.
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Causalidad de Granger (3/3)

Podemos verificar la causalidad de Granger empiricamente. Para esto, planteamos:

Ho : ¢ij1 = gijo = =¢ijp=0, i#j.

Usamos la prueba F:

_ (SSRR —SSRUR)/q
~ SSRur/(T -k) ’

F

donde:

e SSRpg:sumade residuos al cuadrado del modelo restringido (sin rezagos de y»)
e SSRygr:suma de residuos del modelo no restringido

e g = p:nUmero de restricciones.
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##
##
##
##
##
##
##
##
##

##
##
##
##
##
##
##
##
##

Vectores autorregresivos: Ejemplo

Estimamos un VAR(4) para el inicio y el fin de construccion de nuevas viviendas en los Estados Unidos.

Call:

Im(formula =y ~ -1 + ., data = datamat)

Coefficients:

starts. 11 comps.ll starts.12 comps.12 starts.13 comps. 13 starts.l4

0.655743 0.007276  0.235371 -0.118989 0.138673 -0.021141 0.011877
comps. 4 const

0.002711 0.131220

Call:

Im(formula =y ~ -1 + ., data = datamat)

Coefficients:

starts. 11 comps.ll starts.12 comps.12 starts.13 comps. 13 starts.l4

0.06802 0.20486 0.05966 0.21775 0.03358 0.10504 0.09309
comps. 4 const
0.18231 0.04524
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Vectores autorregresivos: prediccion (1/2)

Para predecir el futuro usando un modelo VAR(p), usamos exactamente las mismas técnicas que para los modelos ARMA(
p.q). Usamos la muestra 1968:01-1991:12 para estimar el modelo y pronosticamos el periodo 1992:01-1996:06. Para el
inicio de construccion de nuevas viviendas tenemos:

Inicio construccion de nuevas viviendas en los Estados Unidos

2.0

Viviendas
1.5

1.0

0 50 100 150 200 250 300 350

Tiempo
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Vectores autorregresivos: prediccion (2/2)

Para el fin de construccion de nuevas viviendas tenemos:

Fin construccion de nuevas viviendas en los Estados Unidos

1.8

Viviendas
|

1.0

[ I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

Tiempo

77/81



##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Vectores autorregresivos: causalidad de Granger (1/2)

La siguiente tabla muestra el resultado del test de Granger para el inicio de construccion de viviendas:

$Granger

Granger causality H@: comps do not Granger—cause starts

data: VAR object var_fit

F-Test = 2.3066, dfl = 4, df2 = 658, p-value = 0.05685

$Instant

HO: No instantaneous causality between: comps and starts

data: VAR object var_fit
Chi-squared = 11.478, df = 1, p-value

0.0007043
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##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Vectores autorregresivos: causalidad de Granger (2/2)

El test de Granger para el fin de construccién de viviendas:

$Granger

Granger causality H@: starts do not Granger—cause comps
data: VAR object var_fit

F-Test = 32.125, dfl = 4, df2 = 658, p-value < 2.2e-16
$Instant

HO: No instantaneous causality between: starts and comps

data: VAR object var_fit
Chi-squared = 11.478, df = 1, p-value = 0.0007043
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Funciones de impulso-Respuesta

Las funciones de impulso-respuesta para nuetro ejemplo son:

Funciones Impulso—Respuesta (ortogonalizadas)

impulse: comps impulse: starts
0.10 -
@
4
s)
2
Q
@]
3
o
0.00 @
&
n
[<}]
3
a
n
Q
14
0.10
@
w
— ©
g
0.05 %
24
jas)
@
0.00 ~—
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5

Horizonte (h)
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Descomposicion de la varianza

Otra forma de caracterizar la dinamica de un VAR —muy relacionada a las funciones impulso-respuesta, es |a
descomposicion de la varianza. Esta nos permite analizar el error de prediccion en cada variable a un determinado
horizonte de tiempo. Este error se atribuye a la incertidumbre acerca de la evolucion futura en cada una de las variables.

FEVD for starts
]
()] o
8 <
C
(O]
e o
O] o
a

Horizon

FEVD for comps
]
()] o
8 <
C
8 o 7 O comps |
L e B starts

Horizon
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