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Introduccion




Hechos estilizados (1/3)

Antes, hemos supuesto que la varianza de los errores, o?

financieras a menudo violan este supuesto.

, era constante. Sin embargo, las series de tiempo econdmicas y

Existen dos hechos estilizados clave que motivan la necesidad de modelos de volatilidad.
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Hechos estilizados (2/3)

Agrupamiento de Volatilidad (Volatility Clustering)

Muchas series financieras exhiben periodos de calma seguidos de periodos de alta turbulencia. Los periodos de alta (baja)
turbulencia tienden a agruparse.
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Hechos estilizados (3/3)

Colas Pesadas (Leptokurtosis)

Las distribuciones de los rendimientos financieros suelen tener colas mas pesadas que una distribucién normal: los
eventos extremos (grandes caidas o subidas) ocurren con mas frecuencia de lo que se esperaria bajo normalidad.
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Heteroscedasticidad condicional

Estos hechos estilizados sugieren que la varianza, aungue puede ser constante en el largo plazo (no condicional), varia en
el corto plazo dependiendo de la informacion disponible. Esto es la heteroscedasticidad condicional
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Modelos ARCH




Modelos ARCH (1/4)

Sea Y; una serie de tiempo. Esta puede seguir, por ejemplo, un proceso ARMA(P, q) que puede incluir algunas variables
explicativas adicionales (que por si mismas podrian ser series de tiempo):

p q
Ve = Po + Bx; + Z Piyi-i + Z Ojeij + &y
i=1

j=1
£, ~ WN(0,c?)
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Modelos ARCH (2/4)

A diferencia de lo que hemos hecho antes, supondremos ahora que:

2 _ 2 2 2
€ =g+ Qi€ | + e, , + - + A€, + @y
>0, =0;i=1,..., m

w, ~ WN(0,1?)
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Modelos ARCH (3/4)

El supuesto anterior implica que:

2 _ 2 2 2
Eerles1,€02s.0n s Eom) = g + AIET | + EL , + - + +ApET

Es decir, aunque la varianza no condicional de €; sigue siendo constante (igual a 0'2), la varianza condicional no lo es.

CuandoesU)ocuweten@ﬂosque:

¢, ~ ARCH(m)
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Modelos ARCH (4/4)

Nota

Para que el proceso que sigue €; sea estacionario, es necesario que las raices del polinomio:

l-oqyL-opl? = —a, L™ =0

se encuentren fuera del circulo unitario. Si todos los & son no-negativos, esto es equivalente a:

a+ap+ -+ a, <1

Ademas, en este caso, es facil demostrar que:

o? = E(e?)
_ ey
1-37 a
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Interpretacion de los parametros en ARCH(1)

Los coeficientes & actlian como pesos que determinan cuanto influyen los choques pasados en la volatilidad actual.

e Silosq; son grandes, la respuesta de la varianza condicional a los choques es persistente.

e Silosa; son pequefios, los efectos de los choques pasados se disipan rapidamente.

En un ARCH(1), la persistencia se mide directamente con el valor de ;.
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Formula alternativa de un ARCH(m) (1/2)

Una forma alternativa de escribir un ARCH(m) consiste en suponer que:

&t = Ut\/ n
v, ~ iid(0. 1)

Donde:

_ 2 2 2
hy = Oy + QUE, | + e 5+ + AmE [,

Es facil demostrar que, en este caso:

E(E%|€I—1 s €125 o ,gt—m) = ht
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Formula alternativa de un ARCH(m) (2/2)

Si combinamos ambas formas de escribir un modelo ARCH(m) podemos encontrar las condiciones para gue A; exista.
Por ejemplo, para un ARCH(1):

2

ht = a() + algt—l

e Una condicién necesaria para que A; exista es que :

O<o <1

e Ademas, si hacemos el supuesto adicional que vy ~ (0, 1), podemos obtener que, para que exista un cuarto
momento finito (y, por tanto, kurtosis finita):

2
OCl<—
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Propiedades de los modelos ARCH: Volatility clustering

Consideremos un ARCH(1):

ht = a() + O(1€t_1

Nota que:

e Si; esgrande (cercano a 1), un choque grande en €41 aumenta h; de manera persistente.
e Esto produce el agrupamiento de volatilidad observado en los datos financieros.

e | os periodos de alta (baja) varianza tienden a ser seguidos por otros de alta (baja) varianza.
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Propiedades de los modelos ARCH: leptokurtosis (1/2)

Nota que, aunsivy ~ N(O, 1), los errores € de un modelo ARCH presentan colas mas pesadas que la normal:

1-of P
Kurt(gt)=3m >3 Slal <§.

1

Entonces:

e Losvalores grandes de |€¢| ocurren con mayor frecuencia de la esperada bajo normalidad.

e Estosedebeaque h; cambia en el tiempo: los periodos con varianza alta generan choques mas grandes.

La leptocurtosis en los modelos ARCH surge endogenamente debido a la variabilidad de k. No es necesario
suponer una distribucién no normal de los errores para obtener colas pesadas.
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Propiedades de los modelos ARCH: leptokurtosis (2/2)
Muestra que, para un ARCH(1) con vy ~ N(O, 1):

2
loc1

Kurt(e,) = 3
) =375

> 3.
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Efectos ARCH

Antes de aplicar pruebas formales, puede observarse la heteroscedasticidad condicional de manera gréafica. Para esto:

1. Estimamos el modelo y recuperamos sus residuales: €;.

2. Examinamos su correlograma de e%. Si se observan patrones de agrupamiento o autocorrelaciones significativas,
tenemos evidencia de efectos ARCH.
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Prueba para los efectos ARCH

Prueba ARCH-LM de Engle (1982). Supongamos que tenemos un modelo ARMA con variables explicativas.

1. Estimamos el modelo y recuperamos sus residuales: €;.

2. Estimamos el siguiente modelo:

2 _ 2 2 2
e; =y +aje; | +mer 5+ + Ay, + Uy

3. Utilizamos el estadistico TR > para probar la siguiente hipotesis:

Hy: o =062="'=06m=0
H{ : Almenos un ¢; # 0
TR? ~ x2

Nota. Dado que un modelo ARCH(/1) puede interpretarse como un modelo AR(1) aplicado a los
residuales al cuadrado, el correlograma de e% también ayuda a identificar el valor de m.
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Estimacion de un modelo con efectos ARCH (1/2)

Los modelos con efectos ARCH se estiman por el método de maxima verosimilitud.

Cuando vy ~ 1idd(0, 1), no es dificil demostrar que:

| R I
Fe @ = 2mtexp{ o0t B }

donde:

_ 2 2 2
hy = Qo+ E; | +0Er 5+ + UpE

= oy + a1 (V-1 — PXi )2 + (V-2 — PXi—2 )2 + o+ O (Veem — .BXt—m)2
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Estimacion de un modelo con efectos ARCH (2/2)

Entonces, la funcion de verosimilitud de un ARCH(m) bajo el supuesto de normalidad es:

- .th)2

hy

T L I (Vt
0(6) = - In(27) - > In(ny) - 5 ¥
t=1 t=1

Naturalmente, la normalidad de vy puede relajarse. Ver, por ejemplo, Hamilton (1992).

21/49



Pronosticos en modelos ARCH (1/4)

Considera un modelo ARCH(1):

he = O + €2
&t = Ut\/ h¢
v, ~ iid(0, 1)

Deseamos calcular:

nresT = E(hres | Qp)

Este pronostico puede obtenerse mediante iteracion.
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Pronosticos en modelos ARCH (2/4)

No es dificil encontrar que:

o = oy + €% s=1
=
" oo + A hres—1 5S> 1

Esto implica que:

s—1
- _ J S~2
hrisiT = Qo Z a +aer.
Jj=0
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Pronosticos en modelos ARCH (3/4)

Nota que:

lim hyogr =
§—> 0 1 - OCl

Esto es:

e Conforme crece h, el prondstico converge a la varianza no condicional.

e Cuanto mayor sea &1, mas lentamente se alcanza la convergencia.

e Siqy escercano a 1, los choques afectan la volatilidad por mas tiempo.
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Pronosticos en modelos ARCH (4/4)

Muestra que, para un modelo ARCH(1):

2

ht = a() + algt_l
£ =0 Iy
v ~ 1id(0, 1),

ten@ﬂosque:
s—1
n = o +ash
T+sIT = %o 1 1T -
Jj=0

Pista. Usa la ley de las expectativas iteradas y que [E(E% | €_1) = hy.
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Ejemplo ARCH: NYSE (1/3)

Considera la tasa de rendimiento diario de la NYSE U.S. 100 del 4 de enero del 2000 al 16 de julio del 2012:
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Ejemplo ARCH: NYSE (2/3)

Ajustamos el siguiente modelo:

Ve = o +&;
e = v/ Iy

hy = g + €2

t—1

Varianza condicional estimada ARCH(1): ﬁt 2000-01-05/2012-07-16
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Ejemplo ARCH: NYSE (3/3)

Finalmente, un prondstico de hy para s = 20 periodos hacia adelante resulta en:

Varianza Condicional: Histérico y Prondstico (s=20) 2011-07-29 / 2012-08-13
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Modelos GARCH




Modelos GARCH (1/5)

Imaginemos ahora que:

&t = Ut\/ n
v ~ 1id(0, 1)

Pero ahora:

he = ap + II(L)e?

(L) = Z ;L7
Jj=1
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Modelos GARCH (2/5)

Para parametrizar el polinomio II(L), podemos suponer que:

a(L)
I(L) = ———
@) 1-68(L)
_ aL+aLl?+ - +a,l™
C1-§L-&L2—-=§L"

donde, por ahora, supondremos que las raices del polinomio 1 — (L) = 0 se encuentran fuera del circulo unitario.

Se puede demostrar que esto implica que:

hy =K+ 01 hi_y +Ohyn + -+ 00y,

2 2 2
taig; | t e, + + amEi_y,

conk=(1-6; -6 — - =8).
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Modelos GARCH (3/5)

El resultado es un modelo ARCH generalizado (Bollerslev, 1986), GARCH(r, m):

g; ~ GARCH(r, m)
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Modelos GARCH (4/5)

Nota que:
2 _ 2 2 2
he+e; =x—01(; —him1) = 02(€5 5, —hep) — -+ = & (€5, — hyy)
+8,€2 +52 4+ + 5,62
-1 -2 t—r
+ael + el 4+ e, FES
t—1 -2 m&t—-m t
O:

p
€2 =x+ Z(éi +oy)E?; +
i=1

r
- X 8.
J=1

donde w; = E% — hy esun ruido blanco condicionalmente heteroscedasticoy p = max(m,r). Esto es, s/

£; ~ GARCH(r, m), entoncese? ~ ARMA(p, ).
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Modelos GARCH (5/5)

Sisuponemos quex > 0,a; =0y 5J- > 0, entonces, de nuestro anélisis de los modelos ARMA, podemos deducir que
un modelo GARCH(r, m) es estacionario si todas las raices del polinomio:

1— (8 +o)L = (8 +a)L? =+ = (S, +apLP =0

se encuentran fuera del circulo unitario. Dado la no-negatividad de los coeficientes, la condicién de estacionariedad se
simplifica a:

Gr+a)+ @G +aw)+ - +(Gp+ap < 1.

Ademas, en este caso, se puede demostrar que:

- x
C1-3P (5 + )
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Propiedades de los modelos GARCH: Volatility clustering

Consideremos un GARCH(1, 1):
he =K+ 0 Er | + 81 hy, x>0, ap, 8; = 0.
Observa que:
e Unchoque grande en €;_1 incrementa h;.

e Siory + 07 esgrande (cercano a 1), este efecto persiste durante varios periodos.

e |os periodos de alta (baja) volatilidad tienden a ser seguidos por otros similares. Esto es el agrupamiento de
volatilidad (volatility clustering).

El término &1 hy—1 extiende la memoria de la volatilidad sin aumentar el nimero de rezagos del modelo.
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Propiedades de los modelos GARCH: leptokurtosis (1/2)

Aligual que en los modelos ARCH, aun si vy ~ N(O, 1), los errores €; de un modelo GARCH presentan colas mas
pesadas que una distribucion normal.

Por ejemplo, para un GARCH(1, 1):

1—(a +8;)°
1—30(%—206151 —5% .

Kurt(e;) = 3
Entonces:

e Losvalores grandes de |€¢| son més frecuentes que bajo normalidad.

e |aleptocurtosis surge endégenamente de la variabilidad de A;.

e Cuanto mayorsea &; + 01, méas persistentes y pesadas serédn las colas. La leptokurtosis disminuye a medida que
este término se aleja de 1.
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Propiedades de los modelos GARCH: leptokurtosis (2/2)
Muestra que, para un GARCH(1, 1) conv; ~ N(O, 1):

1_ 2
Kurt(e,) = 3 (a1 +01) > 3.
1 - 30(% —206151 — 5%
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Efectos GARCH

Antes de aplicar pruebas formales, puede observarse la heteroscedasticidad condicional de manera grafica o residual:

1. Estimamos el modelo de media (por ejemplo, un ARMA) y recuperamos sus residuales: €;.

2. Examinamos el correlograma de e%. Si este muestra autocorrelaciones significativas o patrones de agrupamiento,
esto sugiere efectos GARCH.

Nota. Dado que un modelo GARCH(r, m) implica un ARMA(p, ) en los cuadrados de los errores, el
correlograma de et2 proporciona informacion sobre el orden del modelo.
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Prueba para los efectos ARCH/GARCH

Prueba ARCH-LM de Engle (1982). Supongamos que tenemos un modelo ARMA con variables explicativas.

1. Estimamos el modelo y recuperamos sus residuales: €;.

2. Estimamos el siguiente modelo:

2 _ 2 2 2
e; =y +aje; | +mer 5+ + Ay, + Uy

3. Utilizamos el estadistico TR > para probar la siguiente hipotesis:

Hy:op=ap="=0a, =0
H{ : Almenos un ¢; # 0
TR? ~ x2

Nota. La prueba ARCH-LM contrasta la presencia de heteroscedasticidad condicional, sin distinguir
entre estructuras ARCH o GARCH.
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Estimacion de un modelo GARCH (1/2)

Los modelos GARCH se estiman por maxima verosimilitud.

Cuando vy ~ 1idd(0, 1), no es dificil demostrar que:

| R I
Fe @ = 2mtexp{ o0t B }

donde:

he = 0y + QUET | + 0E] 5+ + OEfy + 01 by + Sy + e+ Gphyy
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Estimacion de un modelo GARCH (2/2)

Entonces, la funcion de verosimilitud de un GARCH(r, m) bajo el supuesto de normalidad es:

- .th)2

hy

T L I (Vt
0(6) = -— In(27) - > In(ny) - 5 ¥
t=1 t=1

e Las primeras observaciones de h; se fijan como constantes (por ejemplo, hy = Var(y;)).

e Enlapractica, los modelos GARCH suelen estimarse asumiendo vy ~ (0, 1), aunque se pueden usar
distribuciones alternativas para capturar colas méas pesadas (por ejemplo, una t de Student).
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Pronosticos en modelos GARCH (1/4)

Considera un modelo GARCH(1, 1):
hy =K+ O(1€%_l + &1 hy_q

K>0,061,51 >0

lgual que en el caso de los ARCH, deseamos calcular:

hresT = E(hres | Qp)
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Pronosticos en modelos GARCH (2/4)

No es dificil encontrar que:

A~ oy + €% + 81 hr; s=1
hrisT = ~ .
oo + (g + O ) hres—ur; S>1

Esto implica que:

= 2 s—-1 (7 2
hrigr = 0" + (g +6y) (hT+1|T -0 )
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Pronosticos en modelos GARCH (3/4)

Nota que:

lim hregr =
§— -0 -6

Ahora:
e Eltérmino oty + O; determina la persistencia de la volatilidad.

e Siay + ) escercanoa 1, los choques se disipan lentamente.

e Alargo plazo, h4g1 converge a la varianza no condicional o?.
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Pronosticos en modelos GARCH (4/4)
Ejercicio
Muestra que, para un modelo GARCH(1, 1):

hrss = 0% + () + 8 (hr — 07),

PS&iUsakﬂeydelasexpedaﬂvaskemdasy(mxaE(E% | €_1) = hy.
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Ejemplo GARCH: NYSE

Considera la tasa de rendimiento diario de la NYSE U.S. 100 del 4 de enero del 2000 al 16 de julio del 2012. Si ahora
estimamos un GARCH(1, 1):
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Ejemplo GARCH: Brent (1/3)

Considera el rendimiento del precio spot semanal del Brent (15/may/1987-1/nov/2013).
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Ejemplo GARCH: Brent (2/3)

Ajustamos el siguiente modelo:

) L . A 1987-05-22 / 2013-11-01
—_ Varianza Condicional Estimada MA(3)-GARCH(1,1): h
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Ejemplo GARCH: Brent (3/3)

Finalmente, un prondstico de hy paras = 200 periodos hacia adelante resulta en:
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