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Introduccion




Estacionariedad (1/2)

Recordemos que una serie de tiempo, Y, es estacionaria si:

1. Su media es constante:

E(ye) =y,
= U

2. Su funcién de autocovarianza, Cov(yt, Yi-r ), €s tal que:

Cov(yt,Yi—n) = yy(h)
=y(h); Vhel
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Estacionariedad (2/2)

;Cudles de estas series de tiempo parecen estacionarias?
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Modelos estacionarios

Para modelar series de tiempo estacionarias usamos modelos Autorregresivos con Promedios Moviles (ARMA). Estos
combinan:

e Parte autorregresiva, AR: La serie se modela como una combinacion lineal de sus valores pasados.
e Parte de medias moviles, MA: La serie se modela en funcién de sus errores pasados.

Los modelos ARMA nos permiten capturar la parte ciclica de una serie de tiempo, es decir, las fluctuaciones que ocurren
alrededor de una media constante.
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Modelos AR

Formalmente, un modelo se define como:

Ve =P1Ye-1 + PoYio + o + ¢pyt—p + &t
p
= Z PiVi-i +&;
i=1

Donde:

e ¢; son los coeficientes autorregresivos,i = 1, ..., p.

e ¢£;esun ruido blanco.
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Modelos MA

Un modelo se define como:
Ve =€+ 0161 + 026 p + - + 0484
q
=&+ Z Ojes-;
J=1
Donde:

o Gj son los coeficientes de promedios méviles, j = 1,... ,q.

e ¢£;esun ruido blanco.
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Modelos ARMA

Un modelo combina los modelos AR(p) y MA(p):

Por ejemplo, un modelo ARMA(1,1):

Vi = ¢1Yt—1 +er+ 01€1
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El operador de rezagos




El operador de rezagos

El operador de rezagos, L o B, es un operador linealtal que, aplicado a una serie de tiempo, ys:

Ly: =y
Naturalmente:

L*y; = L(Ly;)
= Ly
=Vt

En general:

L iyt = Yt-i
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Propiedades del operador de rezagos (1/3)

Las siguientes son las propiedades del operador de rezagos:

1. Lc = ¢; para cualquier constante ¢ arbitraria.

2. (Li +LJ YVt = Ye-i + Ye_j; propiedad distributiva
3.L'LJ Yt = Yi-i-j ; propiedad asociativa.

4.L‘iyt = Y:+i ; operador de liderazgo.
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Propiedades del operador de rezagos (2/3)

Las siguientes son las propiedades del operador de rezagos:

5.Si|a] < 1, entonces:

1

[1+al+(al)’ +(aly’ + .|y = 7—

Wt

Esto es:

1
1 —alL

=1+aL + (alL)’* + (aL)® + ...
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Propiedades del operador de rezagos (3/3)

Las siguientes son las propiedades del operador de rezagos:

6.Si|lal > 1, entonces:

alL

-1 -2 -3 -
[1+ (L) +(@L)y> + (L™ + .|y = L
Esto es:
o _L(l +(al)™ +(al)? +(al)” +...)
1 -alL alL
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El operador de rezagos y los modelos ARMA (1/2)

Un modelo ARMA(p, q) puede reescribirse en términos del operador de rezagos. En particular:

Ve =P1Ye-1 + PoYeo + - + ¢pyt—p + &t
+ 91&_1 + @2&-2 + -+ qut—q

puede reescribirse como:

Ve =¢1Ly, + ¢2LZYt + o+ @pL Py + &4
+61Le, + OL%, + - + 6,L%,
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El operador de rezagos y los modelos ARMA (2/2)

Un modelo ARMA(p, q) puede reescribirse en términos del operador de rezagos:
D(L)y: = O(L)e;
Donde:

D) =1-¢1L—¢aL? —p3L> — - —p,LP
OL) =1+6,L+6,L*+6;L° + - + 0,L14

15/116



Invertibilidad




Invertibilidad

En ocasiones, podria resultar Util transformar un proceso AR en un MA'y viceversa, o un modelo ARMA en un AR o un MA. 5/
esto es posible, decimos que el proceso es invertible.
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Invertibilidad, AR (1/4)
£n general, un proceso AR(p):
D(L)y: = &
es invertible si:
ye=®L) "¢

Para esto, es necesario que el polinomio CI)(L)'1 exista.

Nota. Se puede demostrar que una condicion suficiente para que el polinomio (ID(L)‘1 exista es que las
raices del polinomio ® (L) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario. El resultado es un MA(°).
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Invertibilidad, AR (2/4)

Por ejemplo, considera un proceso AR(1):
Ve = P1ye1 +&¢

En este caso, es muy facil demostrar que, si |¢1| < 1, este proceso se puede invertir en:

[09]
Yo=Y $ler
i=0

el cual es un proceso del tipo MA(%°). Nota que la Unica raiz del polinomio @(L) = 0 es 1/¢; . Esta esta fuera del cicurlo
unitario si:

1
P1

I I
I I>1 = |¢1] <1
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Invertibilidad, AR (3/4)

Ejercicio
Considera un proceso AR(2):
Ve =P1Ye1 + Payio + &
1. ;Como es el polinomio @(L)?

2. ;Cuales son las raices del polinomio @ (L) = 0?

3. ;Coémo aseguramos que las raices del polinomio @ (L) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario?
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Invertibilidad, AR (4/4)

Muestra que, si las raices del polinomio @ (L) = 0 se encuentran fuera del circulo unitario, un proceso AR(2) puede
expresarse cComo:

Ve = 2 Yi€i-i
i=0

donde: o = 1,91 = ¢1,P2 = ¢% + P2 VP = P1Pk-1 + P2Pk—2,parak > 2.
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Invertibilidad, MA (1/2)
Aligual que los procesos AR, los procesos MA(q):

e = O(L)e;

pueden invertirse si:
OWL) "y =«

Para esto, es necesario que el polinomio (H)(L)'1 exista.

Nota. Se puede demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que el polinomio @(L)‘1 exista es
que las raices del polinomio ®(L) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario. El resultado es un AR().
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Invertibilidad, MA (2/2)

Muestra que, si las raices del polinomio (L) = 0 se encuentran fuera del circulo unitario, un proceso MA(1) puede
expresarse Como:

Ve =-— 2 ViYr-1 + €t
i=1

donde: ; = (=6)}, parai = 1.
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Invertibilidad, ARMA (1/2)

Finalmente, los procesos ARMA(p, q) pueden invertirse en procesos MA() o AR(ee) dependiendo de las raices de los
polinomios @(L) = 0y O(L) = 0.
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Invertibilidad, ARMA (2/2)

Muestra que, si las raices del polinomio @ (L) = 0 se encuentran fuera del circulo unitario, un proceso ARMA(1, 1) puede
invertirse en un proceso MA(®):

Ve = 2 Yi€i-i
i=0

donde: g = 1,91 = @1 + 01, Yk = P1Pk-1,parak = 2.
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Funcion de Impulso-Respuesta




Funcion de Impulso-Respuesta (1/2)

La Funcion de Impulso-Respuesta (FIR):
e Muestra como un choque en el término de error, €;, afecta a una serie de tiempo, ¢, en periodos futuros.

e Permite analizar la dinamica temporal de un proceso vy la persistencia de los efectos de un shock.
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Funcion de Impulso-Respuesta (2/2)

Consideremos una proceso ARMA(p,q):
D(L)y: = O(L)e;

Deseamos saber el efecto que tiene un shock (normalizado a una unidad) en el periodo §-ésimo, €, sobre la variable y;.
Este efecto depende de los parametros py q.
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Funcion de Impulso-Respuesta: MA(1)

Consideremos un proceso MA(1):

Ve =¢&r + O1€4-1

En este caso, la FIR:
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Funcion de Impulso-Respuesta: MA(q)

Consideremos un proceso MA(q):
Ve =&+ G]Et_l + 62€t_2 + -+ qut—q

En este caso, la FIR:

Periodo

£y 0 0 1 0 0 0 0 0

Vi 0 0 1 6, 6, 63 . Gq 0
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Funcion de Impulso-Respuesta: AR(1)

Para calcular la FIR de un proceso AR(1), primero tenemos que invertirlo. Como hemos visto antes, un proceso AR(1)
puede invertirse en un proceso MA(%) en tanto el coeficiente |¢1| < 1:

0
ye=) $ler
i=0

Entonces, la FIR es:

Periodo
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Funcion de Impulso-Respuesta: ARMA(p, q)

Para calcular la FIR de un proceso ARMA(p, q), primero lo invertimos en un MA(%@). Si esto es posible:

Ve = 2 Yi€i-i
i=0

Entonces, la FIR es:
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Funcion de Impulso-Respuesta: Ejemplo (1/2)
Ejerccio
Considera el proceso AR(2):

Ve = 0.6Y1-1 + 02y, + £

1. Muestra que la FIR es:

Y 0 0 1 0.6 0.516  0.4579
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Funcion de Impulso-Respuesta: Ejemplo (2/2)

2. Grafica la FIR de este proceso. Muestra que esta es:

Funcién de Impulso-Respuesta del AR(2)

FIR

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
| |
—_—
R

EHHTTTTT;HH

I I I
0 5 10 15

Periodos
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Funcion de autocovarianzay
autocorrelacion




Funcion de autocovarianza y autocorrelacion

Consideremos un modelo ARMA(p,q):

D(L)y: = O(L)e;
£ ~ WN(,c?)

Deseamos calcular la funciones de autocovarianza y de autocorrelacion. Para esto, conviene invertir el proceso en su
forma MA(ee).
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Funcion de Autocovarianza y Autocorrelacion: MA(1)

Para un proceso MA(1):

Ve =¢&r + O1€4-1

es facil demostrar que:

1+6)0* r=0 19 =0
y(h) =4 6,0% |n] =1 p() =4 Tg Il =1
0 |7 > 1 0 | > 1

Nota que este proceso cumple con las condiciones de estacionariedad y ergodicidad.
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Funcion de Autocovarianza y Autocorrelacion: MA(g)

Ahora, para un proceso MA(Q):

Ve =&+ elﬁ't_l + 62€t_2 + -+ Qqst_q

tenemos:

50,8  h=0 e
y(h) =4 c*3 ?z_oh 0i0is 1 =<|nl =q p(h) = ;09_0 le;h
0 ] >q 0

donde 8y = 1. Este proceso es, naturalmente, estacionario y ergédico.

h=0
I <|hl =q
|| > 1
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Funcion de Autocovarianza y Autocorrelacion: MA(°)

(1/4)

;Sera un proceso MA() estacionario? Si lo fuera:

gy 62 h=0 1 h=0
h) = I;O l h) = S 60
= { 02Y 2, 66 |n| =1 e lz_o?i—oe.z |n| = 1

donde By = 1. Nota que la estacionariedad de este proceso depende del término >, ;io Giz. ;Es este término finito?
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Funcion de Autocovarianza y Autocorrelacion: MA(°)

(2/4)

Proposicion

Si€; es una secuencia de ruidos blancos con media cero y varianza finita, g2 < %,y si ¥ -0 612 < ©, entonces la serie:

e = 2 i€ i
i=0

converge en media cuadratica.
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Funcion de Autocovarianza y Autocorrelacion: MA(°)

(3/4)

En ocasiones, resulta mas facil utilizar la condicién de convergencia absoluta. Esta requiere:

0

D leil <o

i=0

Se puede demostrar que, s/ un proceso converge en valor absoluto, también lo hace en media cuadratica.
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Funcion de Autocovarianza y Autocorrelacion: MA(°)
(4/4)

Ejemplo

Consideremos un proceso AR(1):

Ve = ¢1)’t—1 + &t
£ ~ WN(0,0?)

Si|¢1| < 1, este proceso es invertible y estacionario, puesto que:

oe] 0
ye= ) Ple = D Ipll <o
=0 i=0
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Descomposicion de Wold (1/2)

Teorema (Wold)

Sea {y:} un proceso débilmente estacionario con media cero y varianza finita. Entonces existe una representacion Unica
de la forma:

Yt=2¢i€t-i, Yo =1, Zzpi2<oo,
i=0 i=0

donde {&;} es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza finita o2.
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Teorema de Wold (2/2)

Nota
En los procesos ARMA(p, q):

e [stacionariedad: se garantiza cuando las raices del polinomio @(L) = 0 estan fuera del circulo unitario.

e Invertibilidad: se garantiza cuando las raices del polinomio ®(L) = 0 estan fuera del circulo unitario.
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Ecuaciones de Yule-Walker




Ecuaciones de Yule-Walker (1/6)

Para calcular las funciones de autocovarianza y autocorrelacién de un proceso AR(p), también podemos utilizar las

Ve =P1Ye-1 + PoYio + - + ¢pyt—p + &t
e ~ WN(0,0%)

e Multiplicamos ambos lados de la ecuacion por yy y calculamos el valor esperado:

¥(0) = ¢1y(1) + $2y(2) + -+ + py(p) + 0°
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Ecuaciones de Yule-Walker (2/6)

Para calcular las funciones de autocovarianza y autocorrelacién de un proceso AR(p), podemos utilizar las ecuaciones de
Yule-Walker:

e Dividimos el resultado por y(0):

2

1= ¢1p(1) + $2p(2) + - + ppo(p) + %

e Repetimos los dos pasos previos, pero ahora multiplicando ambos lados del proceso por ys_; :

p(1) =1 + pop(l) + p30(2) + - + ppp(p — 1)
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Ecuaciones de Yule-Walker (3/6)

Para calcular las funciones de autocovarianza y autocorrelacién de un proceso AR(p), podemos utilizar las ecuaciones de
Yule-Walker:

e Repetimos los primeros dos pasos, pero ahora multiplicando ambos lados del proceso por Yy :

Pp(2) = ¢pi1p(1) + P2 + P3p(1) + -+ + ppp(p — 2)

e Repetimos los primeros dos pasos, pero ahora multiplicando ambos lados del proceso por Y¢—3 , Vi—4 , .... En
general, si multiplicamos por Yk :

pk) =¢1ptk = 1) + poptk =2) + -+ + Pp-k + Pp-ks+1 P(1) + ==+ + Ppp(p — k)
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Ecuaciones de Yule-Walker (4/6)

Para calcular las funciones de autocovarianza y autocorrelacién de un proceso AR(p), podemos utilizar las ecuaciones de
Yule-Walker:

 Nota que, s/ conocemos los valores de los coeficientes, ¢1,¢$2, ... ,Pp, podemos obtener la funcion de
autocorrelacion resolviendo el sistema de ecuaciones de forma recursiva.
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Ecuaciones de Yule-Walker (5/6)

Para calcular las funciones de autocovarianza y autocorrelacién de un proceso AR(p), podemos utilizar las ecuaciones de
Yule-Walker:

e Finalmente, nota que:

C72

0) =
) = T g p(D) =620 = — $pp (D)

e Lafuncién de autocovarianza se encuentra usando este resultado y recordando que:

y(k)
k)= 1=
p(k) 7 0)
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Ecuaciones de Yule-Walker (6/6)

Ejercicio

Muestra que, para un proceso AR(2), la funcién de autocorrelacion es:
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Estimacion de los coeficientes de un AR(p) (1/2)

El procedimiento de Yule-Walker nos permite plantear la

R®=r
Donde:
(1 ot P2 Pp2 Ppr ) ( ¢1 ) (1)
e Lo Pps Pp2 b2 P2
R=| : : : : : ol =) |, r=|
Pp-2  Pp-3 Pp-4 1 P1 ¢p—1 Pp-1
\Pp-1  Pp=2 Pp3 - PI 1) \ $p ) \ Pp )
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Estimacion de los coeficientes de un AR(p) (2/2)

Nota

1. Siconocemos (o estimamos) la funcion de autocorrelacion, p1,02, ... , Pp, podemos encontrar estimadores para
los coeficientes de un proceso AR(p):

(IA)YW =R'r

2. Dado que la matriz R es cuadrada, simétrica y de rango completo, la matriz R existe. Ademas, cada elemento del

A YW ,
vectord  puede encontrarse mediante la regla de Cramer.
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La funcion de autocorrelacion parcial (1/5)

Nota que un proceso AR(p) puede escribirse como:

Ve = P1Ye-1 + PoYio + - + ¢pyt—p +0 - Yep1 +0 - Ypo+--+0 - Yrpm+e;
£ ~ WN(0,0%)

Esto es, si realmente tenemos un proceso AR(p)todos los coeficientes:

¢p+1 = ¢p+2 == ¢p+m
=0
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La funcion de autocorrelacion parcial (2/5)

Lo anterior indica que, si tenemos un proceso AR(p), pero usamos la formula de Yule-Walker para estimar los coeficientes
de un AR(p + m), deberfamos encontrar:

e | 0s coeficientes estimados qbfW , qbgw yeen s gW son estadisticamente diferentes de cero.

YW YW Yw

e | 0s coeficientes estimados ¢p+1 s Ppi2 >+ s Ppim

son estadisticamente iguales a cero.
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La funcion de autocorrelacion parcial (3/5)

La funcion de autocorrelacion parcial (FACP), no es mas que la secuencia de coeficientes ¢kx del sistema:

Vi =PuYi-1 + €1
Vi = P21 V-1 + P02 + €
Vi = P31Vi-1 + P32Vi—2 + P33 + €3

Vi = Pr1Yi-1 + PraYia + 0 + Pk Viok + Eks
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La funcion de autocorrelacion parcial (4/5)

La FACP puede encontrarse mediante la aplicacion sucesiva de la formula de Yule-Walker:

1. Se establece un punto de corte, por ejemplo, sea p = T'/4.

2.Seal <k < pysean RY yr® [as versiones de las matrices Ry r de la férmula de Yule-Walker para el caso k
-ésimo. Para cada valor de k:

" = R©) ! ¢k = $2

3. Naturalmente, prk = Py
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La funcion de autocorrelacion parcial (5/5)

Muestra que, para un proceso AR(2), la funcién de autocorrelacion parcial es:

P11 = pi
)
¢22=p2 le
l—pl
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Estimacion por Maxima
verosimilitud




Funcion de verosimilitud: Preliminares

Pensemos en una serie de tiempo como una secuencia de variables aleatorias {Yt};‘r=1 , con realizaciones {yt}thl .Siesta

serie de tiempo sigue un proceso ARMA(p,q) y todos sus parametros son conocidos, podemos plantear su

Para esto, hacemos uso de lo siguiente:

1.Sean X, Y y Z tres variables aleatorias con realizaciones X, y y z, respectivamente. Entonces:

fxy (x,¥) = fx(X)frix(y]x)

2. Ademas, la densidad conjunta condicional se descompone como:

fxyiz (x,¥12) = fxiz (X|2) fyixz (¥|x,2)
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Funcion de densidad conjunta (1/5)

Paraempezar,sea, X =Y1vY =Y,,Y3,...,Yr. Entonces:

fxy (X,y) = fx(X)fyix(¥|x)
= vy viv 02,3, Y7|y1)
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Funcion de densidad conjunta (2/5)

Pero,notaquesiahoraX =Y, Y =Y3,Y,,...,YryZ = Y], tenemos:

fxyiz (x,¥|2) = fx1z (x|2)fyixz O|x,2)
= sz|Y1 ()’2|J’1)fY3,Y4 ..... YrlY:.Ys V3, V4, ..., y7|Y1,12)

Por lo tanto:

fxy (6, y) = fx(X)fyix@x)
= O fuy 2y frvy.. vy O34, Y|y, ¥2)
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Funcion de densidad conjunta (3/5)

Podemos encontrar fy; v,... v |vi.vs V3, V45 ..., YT|Y1,y2) sidefinimosahora X = ¥3,Y = Y4,Y5,..., Y7y
Z=Y,Y:

fxyiz (x,¥|2) = fxiz x|2) fyixz V]x,2)
= fume W) vy vy Q4 Vs, Ty, Y2, ¥3)

Por lo tanto:

fxy (x,y) = fx (%) fyix(¥]|x)
= vy vy Q2 YD fvmvys O3y vy vy G4 Y5, - Y1y, Y2, 93)
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Funcion de densidad conjunta (4/5)

Si continuamos con el mismo razonamiento, es facil encontrar que la funcion de densidad conjunta las variables
aleatorias {Yt}th1 es:

vy e Y2, 0010 = fru ) X fry 02101 X fyway V3ly2,.y1) X ...
X [Yo Ve Yoo n QT|YT=1,YT=25 .., Y1)

T
= le (V1) x HfYtIYH Y.V Ve Vi1 Yt=2 5 .- 5 Y1)
t=2
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Funcion de densidad conjunta (5/5)

Lo anterior puede aplicarse para cualquier distribucién que se le asigne a las variables Y;. Sin embargo, conviene recordar

quesi Y; ~ D(ﬂy,O’%):

1 1
fr(y) = exp{——z(Yt —,UY)Z}
\/27'[0'% 20y

Vs Y ~ Oy, Ey)

K 1 1
fr(@) = oy F IE1F exp{ -3 O =y B Y =) |
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Funcion de densidad conjunta: ejemplo (1/6)

Supongamos que la serie de tiempo, y; sigue un proceso AR(1):

Ve = ¢0 + ¢1yt-1 + &
£; ~ iid0(0, 0?)

donde, de momento, todos los parametros del modelo son conocidos. De antes, sabemos que:

_ o
luy 1_¢1
= u

2
) o
O'y=
1-¢7
=%
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Funcion de densidad conjunta: ejemplo (2/6)

Primero, necesitamos calcular fy, (y1). Dado que hemos supuesto que €; sigue una distrubucion iidd, podemos

concluir que:

ye ~ 0O, »0)

Entonces:

1 2
eXp{——(yl — M) }
v 27my0 2y0

! e p{ ! 52}
—_ X _—
v 27my0 2y0 !
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Funcion de densidad conjunta: ejemplo (3/6)

Ahora necesitamos E(y2|y1). Nota que:

E(y21y1) = ¢o + ¢1y1
Var(y:|y:) = o

Por lo tanto:

1 1
P 02ly) = ——exp| —5 202 = 9o = i) |

_ 1 { 1 2}
= \/271'0-2 eXp _T.-ZE2
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Funcion de densidad conjunta: ejemplo (4/6)

Ahora necesitamos E(y3|y1,2). Nota que:

EWs1y1,Y2) = ¢o + P12
Var(ys|yi,y2) = o?

Por lo tanto:

1 1
fvvie 3ly,)2) = \/MGQGX { 2—(Y3 —¢o — p1)2) }

el )
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Funcion de densidad conjunta: ejemplo (5/6)

Dado que tenemos un proceso AR(1), es facil demostrar que para k = 2:

EQk|yisY2see s Vk-1) = $o + P1Yk-1
Var(yelyi,y2. .. »Yie1) = 07

Por lo tanto:

1 1 2}
Vs s Vo1 ) = expy == (Vk — Po — P1 V-
fravi v v Gklyes Y2, Y1) - XP{ o7 Yk b0 = $1Yk-1)

_ { 1 2}
- \/Znazexp _Tizsk
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Funcion de densidad conjunta: ejemplo (6/6)

Entonces, la funcion de densidad conjunta de un proceso AR(1) es:

1 | 1 |
frix.. YT(yl,yz,---,yT)=\/Myoexp{—z—yogf}xn eXP{——Ei}
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Funcion de verosimilitud

La no es mas que la funcién de densidad conjunta cuando /os parametros del modelo son

desconocidos.

En el caso de un proceso AR(1), por ejemplo, los coeficientes ¢, ¢1, asi como o2 son desconocidos, por lo que su
funcion de verosimilitud es:

1 1 bo 2}
L ’ ’ 2 = - -
(%0.91.07) «/27TyoeXp{ 2%0 (yl 1 -¢, )

1 1
X H Tina? exp{—f‘z(yk —P0 — P1Yk-1)’ }
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Funcion de log-verosimilitud

En ocasiones, resulta mas conveniente calcular la
de la funcion de verosimilitud.

En el caso de un proceso AR(1), por ejemplo, tenemos que la funcién de log-verosimilud es:

2
I:I(qbo,qbl,az):—%1n(27r)—%1n< c >

1 - ¢?
-l -¢]* (T-1 >
262/(1 — ¢1) ( 2 )hw)
Y L e do - gy
£ 7‘2 Yk 0 1 Vk-1

.Esta no es mas que el logaritmo natural
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Funcion de verosimilitud de un AR(p) (1/6)

Consideremos ahora un proceso AR(p):

Ye=¢0 +P1Yio1 + Payio + 0 + ¢pyt—p + &t
£; ~ iid0(0, c?)

Para calcular la funcion de verosimilitud, necesitamos primero calcular la funcion de densidad conjunta de las primeras p
observaciones, las cuales agruparemos en el vector y p:

(yl\
»

\ Vp
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Funcion de verosimilitud de un AR(p) (2/6)

De antes, podemos deducir que:

donde:

Y, naturalmente:

ST

yﬁ) ~

( Yo
14!
V2

\ Vp-1

o

O(u, )
4! V2 V3
Yo 4! V2
4! Yo 4!
Yp-2 Vp-3 Vp-4

Yn =y (h)

Vp-1 )
Vp-2

Vp-3

Yo )
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Funcion de verosimilitud de un AR(p) (3/6)
Entonces, para el vector y p:
it o072 9p) = Q1B exp{ =3 (5, =10/ (v, - 10

Ademas, siguiendo un procedimiento similar al de un AR(1), es facil encontrar que para el resto de las observaciones (

k > p):

1 1 ,
fvmiv.. v Oklyi,y2, s Ye-1) = - eXP{—@(yk —$0 — P1Yk-1 — P2Yk—2 — " — PpVk—p) }

__ 1 { 1 2}
B \/27razexp _@Ek
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Funcion de verosimilitud de un AR(p) (4/6)

Entonces, la funcion de verosimilitud para un proceso ARMA(p) es:

p I 1
L@0.91.. 890 = QrE [ exp{ =5 (vp 0/ Z7 (5, - 0|

Y la funcién de log-verosimilitud:

T 1 C
O(po.P1s-e s Ppp,0°) =— > InQ7) + S [Z]7 - S (y, -y, - 1)

;o
202 Z V: =0 — P1YVee1 — P2V — = — PpYip)’
o k=p+1
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Funcion de verosimilitud de un AR(p) (5/6)

Nota

Para encontrar la funcion de verosimilitud de un AR(p) es necesario encontrar la forma de la matriz > =2Vl sean
Ujj los elementos deV~! . Galbraith y Galbraith (1974) demostraron que:

i~1 p+i—j
Vij = Z¢k¢k+j—i - Z Pk P j—i
k=0 k=p+1-j
paral <i< j < py¢go =—1.Todos loselementosi > j se encuentran por simetria.
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Funcion de verosimilitud de un AR(p) (6/6)

Muestra que para un proceso AR(2), la funcién de log verosimilitud es:

Do, p1,$2,0%) = - Tln(zﬂ) = —ln(U ) + —ln{(l +¢2)°[(1 - $2)° - $11}

2
( 1+ ¢2 ) (1 - ¢2)(1 - W =211 — WG — ) + (1 — 2 —,u)z]
T

1
2— 2 —¢0 — P1Yi-1 — P2V )2
k=3

donde:

a $o
= 1-¢1 - ¢
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Estimacion por maxima verosimilitud

Para estimar los coeficientes de un proceso AR(p), tenemos que maximizarla funcion de verosimilitud (o, de forma
equivalente, la de log-verosimilitud) con respecto a los coeficientes desconocidos. Esta técnica se conoce como

estimacion por maxima verosimilitud.

Sin embargo, nota que esta es una funcién no lineal de los pardmetros, por lo que no existe solucion cerrada.

80/116



Maxima verosimilitud condicional (1/2)

Nota que, si suponemos que las primeras p observaciones de la serie de tiempo, y1,¥2, ... Yp, son deterministas, la
funcion de verosimilitud de un proceso AR(p) se simplifica a:

T
Li¢o,¢1..-»$p.07) = [] ! exp{_igi}

k=p+1 V2no? 20°
Y, la funcion de log-verosimilitud:
T - T -
Oigo.$1,0%ly) == — Pinm) - = Pin(e?)
1 T
T 252 Z Yk —P0 = P1Yk-1 — - — ¢pyk—P)2
k=p+1
Estas se conocen como funciones de y de , respectivamente.

Nota que, a diferencia de la funcién de verosimilitud exacta, la funcién de verosimilitud condicional permite una solucion
cerrada para los coeficientes estimados.
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Estimacion por maxima verosimilitud condicional (2/2)

Ejercicio

Muestra que si las primeras p observaciones de un AR(p) son deterministas, los coeficientes estimados por maxima
verosimilitud (condicional) son equivalentes a los estimadores de MCO.

Muestra, ademas, que el estimador de la varianza del error es:
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Verosimilitud condicional:
Modelos ARMA(p,q)




Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (1/10)

Para comenzar, consideremos un proceso MA(1):

Vi =M+ €+ Oy
£; ~ iid0(0, 0?)

Primero, nota que, si conocemos €1, sSiempre es posible calcular:

E(yelee-1) = 4 + ey
Var(yle, 1) = o
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (2/10)

Lo anterior implica que:
Yelerr ~ O + Oy ,0'2)

Y, por lo tanto, para todo ¢:

1 2
Frren, Otleer) = exp{—ﬁm - 6e) }

\V27mo?
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (3/10)

Nota que, cuandot = 1:
yi=u+er+6go

Dado que no conocemos €, podemos hacer el supuesto adicional que g = 0. Entonces, en este caso:

1
frileo1leg =0) = eXP{—F(yl —#)2}

\27mo?

_ 1 { 1 2}
= \/277:0'26)(1) _ﬁgl
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (4/10)

Ahora, parat = 2:

V2= +Er+ 0g)

Sicondicionamos a que Y1 = Y1, entonces € se vuelve conocido. Entonces:

1
e O21y1,60 =0) = -

_ 1 { 1 2}
= \/27[0'26)([) _ﬁgz

1
eXP{_F(yZ -—M - @181)2}
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (5/10)

Ahora, parat = 3:

yi=u+e3+0e

Y, si condicionamos a que Y1 = y1 Y» = y», entonces:

1
fyvy e W3lyi,¥2,60 =0) = eXp{—T‘z(m — 1 —B1€,)? }

V27a?

_ 1 { 1 2}
= \/zﬂazexp —T‘z%
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (6/10)

Queda claro que, para todo t:

YVi=M+Er+ 01641

1
exp{—f‘z(yt — = 6rgs1) }

F¥1Y Yo Y 20 QY12 Y25 oY1 260 = 0) = V2mo?

_ 1 { 1 2}
= Vzﬂgzexp _Tﬂgt
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (7/10)

Entonces, la funcion de densidad conjunta condicionada a que g = 0 para las T observaciones es:

T
Yy Yrleo=0 W1,Y2,--.,¥rl€0 = 0) = fye, (V1 ]€0 = 0) X Hflﬁllﬁ,l@,...,l@_l,so(ytl))l V2seee s Yol ,€0 = 0)
k=2
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (8/10)

Cuando no conocemos los parametros del proceso, tenemos la funcién de verosimilitud:

L1 1
21e — o — 2
L(u,01,0%|eg =0) = exp{——2672 €7 }

Y la funcién de log-verosimilitud:

T T
O(u, 61,02 |eg = 0) = ~~ In@2m) - —lna - 272 Zst
Con:
£t={y1_""; t=1
ye—pu—=6igq; t>1
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (9/10)

Nota

Para realizar el calculo anterior, hemos supuesto que €9 = 0. ;Qué tan importante es este supuesto?
Nota que, en cada periodo t:
Et=Yt— M —O1E

Esta no es mas que una ecuacion en diferencias para € con condicién inicial €9 = 0.
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(1) (10/10)

Nota

Siresolvemos la ecuacién en diferencias para €¢:
t-1

er= ) (16 Y — )+ (-1)eeg
=0

Entonces, si |01] < 1, el coeficiente @tl converge a cero conforme ¢t crece. Por lo tanto, el supuesto de eg = 0 deja de
tenerimportancia en tanto la serie de tiempo sea lo suficientemente larga.
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Funcion de verosimilitud condicional: MA(qg) (1/3)

Podemos seguir el procedimiento anterior para encontrar la funcién de verosimilitud para un MA(q):

Vi=pu+er+0161 +6€r0 + - + 6481
£; ~ iid0(0,c?)

lgual que antes, debemos establecer algunos supuestos sobre el comportamiento de €; para poder plantear la funcion de
verosimilitud condicional.
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Funcion de Verosimilitud condicional: MA(q) (2/3)

Ahora, es necesario suponer que:
gozgl =---=gq_1 =0
O bien que:

EO =£_1 = e = E_q+1 =0

;Porqué?
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Funcion de Verosimilitud condicional: MA(q) (3/3)

Bajo alguno de los supuestos anteriores, podemos calcular:

=Y —pu— 0611 —6r€10 — - = OgE1q
Lo cual nos permite deducir que:
T T
O(u, 60,02 |eg = 0) = ~— In@2m) - —lno - 272 Z g2

donde O = (@1 @2 @q)TyE() = (E() E-1 ... &g+l )T.
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Funcion de Verosimilitud condicional: ARMA(p,q) (1/3)

Finalmente, para encontrar la funcion de verosimilitud condicional para un proceso ARMA(p,q) establecemos (por
ejemplo):

_ K :
Ve = I—pr— - —p

t=0,-1,...,-p+1

e:=0;, ¢t=0,-1,...,—q+1=0
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Funcion de Verosimilitud condicional: ARMA(p,q) (2/3)

En este caso:

T T
2
O(u,$,0,0°|yo, €0) = —Eln(zn) = —lna - 7‘2 Z,gt

Donde yy se refiere a las condiciones iniciales establecidas para yr y €¢ se refiere a las condiciones iniciales establecidas
para ;.
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Funcion de Verosimilitud condicional: ARMA(p,q) (3/3)

Nota
Para poder calcular la funcion de verosimilitud, otra posibilidad consiste en establecer:
er=0;, t=0,-1,...,—q+1=0,

perofijary;, t = 1,2, ..., p ensusvalores observados. Esta opcidn, sin embargo, implica perder las primeras p
observaciones de la muestra. En este caso:

T-p T-p |
2 —_ _ . 2 o)
O(u,¢,0,0° |yo,€0) = > In(27) 5 Ino = E €;
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Identificacion del orden de un
ARMA(p,q)




Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (1/8)

En ausencia de pardmetros, y bajo los supuestos de estacionariedady ergodicidad, usamos las observaciones {yt}thl
para encontrar:

Promedio muestral

Autocovarianza muestral

Autocorrelacion muestral

Autocorrelacién parcial

Para identificar el orden de un ARMA(p,q), comparamos el comportamiento de las medidas de dependencia serial
muestrales con el comportamiento tecrico para diferentes valores de py de q.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (2/8)

Regla 1

La funcion de autocorrelacion puede ayudarnos a saber si el modelo adecuado es un AR/ARMA o un MA. Si el modelo es
un MA, la funcion de autocorrelacién nos indica su orden.

ACF

ACF

00 04 038

04 08

-0.2

FAC de MA(1)

Lag

10 15 20

Lag

ACF

ACF

0.0 04 0.8

00 04 038

FAC de MA(2)

Lag
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (3/8)

Regla 2

Si el modelo resulta ser un AR(p), la funcion de autocorrelacion parcial nos indicara su orden.

Partial ACF

Partial ACF

0.2

04

0.0

FACP de MA(1)

I P T
TT T r
T — T ——
5 10 15 20
Lag
FACP de AR(1)
I I T | B
I N L
I [ I I
5 10 15 20
Lag

Partial ACF

Partial ACF

0.2 04

-0.1

0.6

0.2

FACP de MA(2)

5 10 15 20
Lag
FACP de AR(2)
_LL?_T_i__f_____]_'_f_ff_i'
D I R L _T_]
B | T T 1
5 10 15 20
Lag
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (4/8)

Regla 3

Los residuales del modelo seleccionado deben comportarse (estadisticamente) como un ruido blanco.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (5/8)

Para saber si el residual de un proceso se comporta (estadisticamente) como un ruido blanco, usamos el de
Ljung-Box.
m pz
= T(T +2 d
Qus = T(T +2) 21 -

Probamos la hipotesis nula:

H0:€t~WN
Hy:¢;, - WN

Si la hipdtesis nula es correcta, se puede demostrar que:

QL ~ xm; m=+/T
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (6/8)

Regla 4

Sitenemos mas de un modelo, podemos seleccionar el mejor usando la funcién de verosimilitud. En general, el modelo
con un valor mas alto para la funcién de (log) verosimilitud es el mejor.

Esto también nos ayuda a elegir el orden de un proceso ARMA(p, q) cuando py q son simultaneamente diferentes de
cero.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (7/8)

Alternativamente, podemos elegir el modelo comparando:

e |osvalores del criterio de informacion de Akaike (AIC):

AIC = E[-20(-)] = T In(s?) + 2k

e Losvalores del criterio de informacion de Schwartz (SIC o BIC):

BIC = T In(s?) + kIn(T)

En general, buscamos el modelo que tenga el menorvalor posible para estos criterios.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (8/8)

Regla 5
Siel AICy el BIC seleccionan modelos diferentes, tomar en cuenta que:
o AIC es eficiente: selecciona el modelo que tenga el error de prediccion mas pequefio.

e BIC es consistente: selecciona el modelo correcto con probabilidad 1 si T es grande.
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Pronosticos




Prondsticos usando ARMA(p,q) (1/3)

Una vez que hemos estimado los coeficientes de un proceso ARMA(p,q), podemos utilizar el modelo para realizar
pronosticos.

Sea yr el ultimo valor disponible de y¢. Entonces, el mejor prondstico para h periodos hacia el futuro de y,
j’\T+h|Tah=1,2,...,esla .

Yremr = EQran | 1),

Qr ={yr,yr-1,y7-2, ...}

la cual, en el caso de normalidad, coincide con el valor esperado condicional.
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Prondsticos usando ARMA(p,q) (2/3)

Ejemplo
Consideremos un proceso AR(1):

Ye=¢o0 +P1yim1 +&, |P1] <1
g, ~ 1id0(0,0?%)

En este caso tenemos:

EQr+1 | Qr) = o + d1y7,
EQrsz | Qr) = ¢o(l + ¢1) + P2 yr,

E(yrss | Qr) = po(L + ¢y + ¢1) + plyr,

h-1
Eren 1 Q1) = ¢o Z ¢1 + Piyr
=0

= u(l = @D + ¢lyr
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Prondsticos usando ARMA(p,q) (3/3)

Ejemplo (cont’d)
Nota que, para un proceso AR(1), si consideramos un horizonte mas largo:

lim E(y7r4+, | Q1) = u,

h—®©

donde:

__%o
/«‘—1_¢1-

Esto es, E(YT+x ) converge a la media no condicional de Y.
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Varianza del pronostico (1/2)

Por supuesto, la calidad del prondéstico yr4, depende crucialmente de la
Var|yruw — EQra | Qr)|.

Ejemplo

Consideremos un proceso AR(1). La varianza del error de prondéstico de y; para h periodos hacia el futuro es:

h-1

\/ar[yT+h — E(yrys | QT)] = ¢° Z ¢’
=0

= ¢? L-¢t

I -4
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Varianza del pronostico (2/2)

Nota que, conforme h crece, tenemos que la varianza del pronostico converge a la varianza no condicional de yy:

2

. o}
Iim \/ar[yT+h — Eyr4n | QT)] = >
h—>0 1 —_ ¢1
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Pronosticos, caso general

Recordemos que, si un proceso ARMA(p, q) es estacionario e invertible, existe una representacion MA(ee) de la forma:
Yt=M+Z¢i€t-i, Yo = 1.
i=0

En este caso:

h—1
\/ar[ynh — EQrsn | QT)] = o'2 Z 1;012
i=0
hlir?o EQren | Qr) = .
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Intervalos de prediccion

Sie; ~ 1id(0, 0'2), un intervalo de confianza de 100(1 — a)% para yr+, se calcula como:
Vrenr * Zi-an \/ Varyra — EQra | Qr)|.
Porejemplo, siax = 0.05, zj_g2 = 1.96. Entonces:

Yramr £ 1.96 \/\/ar[yT+h — E(yr4n | QT)].
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