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Dependencia serial




Introduccion

Antes de modelar una serie de tiempo, es necesario describir su comportamiento. Para esto calculamos:

1. La funcién promedio.
2. La funcion de autocovarianza.

3. La funcion de autocorrelacion.

Veremos en qué consisten estas funciones y algunos ejemplos.
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Funcion promedio

La funcion promedio se define como:

My = EQr)

donde y; es una serie de tiempo en el momentot,t = 1,...,T.
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Funcion promedio: Ejemplos (1/2)

Considera una serie de tiempo que se comporta como:

Ve = g(gt—l + &+ E41)

£, ~ iid(0, o?)
En este caso:

My, = E(r)
1
3= [E(e_y) + E(e)) + EEy)]

= 0
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Funcion promedio: Ejemplos (2/2)
Considera una serie de tiempo que se comporta como:

YVe=0+Y1 +€; Y =0

=5t+i€j
j=1

£, ~ iid(0, o?)
En este caso:

ll}% = ot
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Funcion de autocovarianza

La se define como:

Yy(t,T) = E[(Yr — M) (Y — Mo)]

donde y; es alguna serie de tiempo en el momento £. Nota que siT = [

y(t, 1) = E[(y; — py)*]
= Var(y,)

7/34



Funcion de autocovarianza: Ejemplos (1/2)

Considera una serie de tiempo que se comporta como:

Yt = €&
£, ~ iid0(0,0?)

En este caso:

2

o) Sit=T1
[, 7) = .
)/y( 2 {O SIt#T
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Funcion de autocovarianza: Ejemplos (2/2)

Considera una serie de tiempo que se comporta como:

Ve = g(gt—l + &+ E41)

£, ~ iid(0, o?)

En este caso:

(152 silt-1]=0

30

Y (t,7) = - %02 s%|t—1'|=1
o~ sift—-t[=2
L0 si|t—1|>2
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Funcion de autocorrelacion (1/2)

La funcion de autocorrelacion se define como:

}6)(t7lt)
\/ Vy(ta t)Vy(T, T)

p(t,7) =

donde Yy es una serie de tiempo en el momento {.
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Funcion de autocorrelacion (2/2)

Nota que la funcion de autocorrelacion se simplifica cuando la varianza de Yy es constante. Esto es, si
Yy(t,t) = ¥y (T, T), entonces:

(t,7)
ot 1) =2
Siademast = T:
p(t,7) =1
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Funcion de autocorrelacion: Ejemplos (1/2)

Considera una serie de tiempo que se comporta como:

Yt = €&
£, ~ iid0(0,0?)

En este caso:

1 sit=rt1
'oy(t’f)_{O Sit#T
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Funcion de autocorrelacion: Ejemplos (2/2)

Considera una serie de tiempo que se comporta como:

Ve = g(gt—l + &+ E41)

£, ~ iid(0, o?)

En este caso:

(1 sijt—=7]=0

2 _
p(tr)=<§ sijt—t| =1
e T osift-1] =2

0 sifjt—-1]>2

13/34



Otras medidas de dependencia serial

Otras medidas de dependencia serial son:

e | afuncion de covarianza cruzada:
ny(ta T) = E[(x; — Uy, )(Yr — :uyf)]

e |afuncion de correlacion cruzada:

ny(t,f)
X t’ =
’O y( T) \/Vx(ta t)J/y(T7T)
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Estacionariedad

El concepto de (débil) es importante para modelar una serie de tiempo. Una serie Y; es estacionaria si:

1. Su media es constante:

My, = Hy
2. Su funcion de autocovarianza no dependedeft o T,sinode h =t — T:

y(t+k,T+k) =y,(t,0); k € Z
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Ejemplo de estacionariedad (1/4)

Considera un ruido blanco:

Yt = €&
£, ~ iid0(0,0?)

Este proceso es estacionario puesto que:

E(y) =0

o2 sit=1(h=0)
(1) = !
HtT) {o Sit#7(h#0)
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Ejemplo de estacionariedad (2/4)

Considera una serie de tiempo que se comporta como:

Ve = g(gt—l + &+ E41)

£, ~ iid(0, o?)

Este proceso es estacionario puesto que:

E(y;)) =0
f%o'z
2 2
=40l
Yy (t, T) = ? )
50
L0

sih =0
si|h| =1
si|h| =2
si|h| > 2
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Ejemplo de estacionariedad (3/4)

Considera un proceso autorregresivo de orden 1:

Vi = Py + €4
£, ~ iid0(0,0?)

Este proceso es estacionario si |¢| < 1,ya que:

E(y) =0

-
o.2

1_¢2; |h| =O
2
Py =1

2

yy(ta T) = 3
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Ejemplo de estacionariedad (4/4)

Considera una caminata aleatoria:
Ve=6+Yyi1 +&5 Yo =0; g ~ iidd(0,07)

=5t+i£j
j=1

En este caso, ambas condiciones para la estacionariedad se violan, puesto que:

llyt = ot

Yy (£, 7T) = o2 min(t, 7)

20/34



Estacionario vs. No estacionario

;Cudl(es) de estos procesos es (son) estacionario(s)?
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Estacionariedad: Funcion promedio y autocovarianza

De los resultados anteriores, es facil deducir que, para un proceso estacionario:

1. La funcién promedio:

My = E(yy)
=M

2. La funcion de autocovarianza solo depende del desfase h = £ — T

V(& T) = 7y (t, t — h)
= ¥y(h,0)
= ¥y(h)
= yy(=h)
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Descomposicion de Wold (1/2)

La siguiente es la

Cualquier serie estacionaria y; puede reescribirse como una combinacién lineal de ruidos blancos:

yt:f“""zwjgt—jv Z¢,-2<°°; Po =1

j=0 j=0
£, ~ iid(0, o?).
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Descomposicion de Wold (2/2)

Entonces, si ¥y es una serie estacionaria:

EQ) = u.

Yy(h) = o’ Z YiYPjsn -
i=0

J
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Dependencia serial: estimacion (1/3)

El calculo de las funciones promedio, autocovarianza y autocorrelacion depende de nuestro conocimiento de los
pardmetros del modeloy del ruido blanco.

Si Yt es una serie de tiempo , podemos usar las observaciones Y1, Y2, ... , YT para estimar:
1.
T
=72
= — t-
=7 y
t=1
2.

1 T—h
yin) = Z,(yt — W Yean — 1.
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Dependencia serial: estimacion (2/3)

_ 7w
P = 0y

Se puede demostrar que si la serie y; es un ruido blanco, entonces para T' grande y bajo ciertas condiciones, la
funcién de autocorrelacion muestral se distribuye aproximadamente como:

p(h) ~ 0O (O%) :
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Dependencia serial: estimacion (3/3)

El correlograma es la representacion grafica de la funcién de autocorrelacidon muestral, incluyendo intervalos de

confianza.
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Otras medidas de dependencia serial (1/2)

T—h
n 1
Vip(h) = — gl‘,(xt ~ )G — ).

Yay(h)
V 73(0)y5(0)

p;y(h) =

Se puede demostrar que si las series X; y ¥; son independientes, entonces para T' grande:

Pxy(h) ~ O (O, %) :
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Otras medidas de dependencia serial (2/2)

Algunos ejemplos:

R(2)
__________l_“_“_____l_l;lj_______.TI_ITI_I ____ L___—[_TI_II_I_II_"_'_'_II_I_I _____ ITI____._|”>"
D AL R .3 L DDLU DU L |,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,LHH ,,,,,
I R~
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Estacionariedad estrictay
ergodicidad




Estacionariedad estricta

El concepto de estacionariedad que hemos estudiado corresponde al de estacionariedad débil o estacionariedad en
covarianza. Sin embargo, también existe el concepto de o fuerte.

Una serie de tiempo, Yy es estacionaria fuerte si:

fYt,YHl DA ,...(Ytayt+1 s Yi+2 ) = fYH,, Yol Yienso ,...(Yt+h s Yi+n+1 s Yi+h+2 » )

Usualmente, estacionariedad débilno implica estacionariedad fuerte y viceversa.
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Ergodicidad (1/2)

En general, tenemos que la serie de tiempo Yy, t = 1,2, ..., T es

T
.1
Th_%}o T ; ye = EQn)

=

Se puede demostrar que una condicion necesaria para la ergodicidad es que:

co

1D < .
j=0

Ademds, esta condicion es suficientesi Yy ~ tidOI(+).

Si:
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Ergodicidad (2/2)

De igual forma, tenemos que la serie de tiempo Yy, t = 1,2, ..., T es Si:
1 T—h
lim ;(yt = W — 1) = (k)

Se puede demostrar que, si y; ~ 1id(+), una serie de tiempo es ergddica en covarianza si es ergédica en su media.
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