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Regresores estocasticos




Regresores estocasticos (1/6)

Consideremos el modelo:
y=xf+u
Y supongamos que el vector X es estocastico. En este caso:

E(b) =f + E[(x'x)” (x'w)]

0 + (xX'x)" x'E(u)
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Regresores estocasticos (2/6)

Se puede demostrar que todas las propiedades de los estimadores de MCO se siguen satisfaciendo si suponemos que el

vector X y el vector w son independientes. Es decir:

E(u|x) = E(u)
=0

Lo anterior nos permite calcular:

E(ylx) =xf3
E(u'u|x) =021,

4/56



Regresores estocasticos (3/6)
Ejercicio
Muestra que:

E(blx) = E(b)
=p
var(blx) = o?(x'x)™!
var(b) = o?E[(x'x)™! ]
E(s*|x) = E(s?)

= CTZ

Lo anterior implica que el teorema de Gauss-Markov sigue siendo valido cuando las X son estocésticas. ;Por qué? (Pista:
Usa la )
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Regresores estocasticos (4/6)

Cuando las X son estocésticas, tambien resulta importante suponer que:

1
li —u )=Q
p 1m<nuu
lim<1x’x) =Q
p ” =
lim<1x’u) =0
p ” =
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Regresores estocasticos (5/6)

Muestra que el estimador de MCO para f3 sigue siendo consistente cuando las X son estocasticas.
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Regresores estocasticos (6/6)

Definamos la matriz de varianzas y covarianzas asintética de b como:
1 . — — /
asy var(b) = - r}lrrolo E[/n(b = S)1[y/n(b — 5)]
Muestra que esta es igual a:
1 21
asy var(b) = EU Q

Nota. Calcula el siguiente limite y comenta.

lim E[(b - B)][(b - Al
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Errores de medicion en los
regresores




Erorres de medicion, x’s (1/5)
Supongamos que el modelo verdadero es:

Yi = Bi + Bazi + Ui
Sin embargo no observamos Z;. En su lugar observamos:

Xi =Z; +W;
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Erorres de medicion, x’s (2/5)
Suponemos que:
V; ~iidd0,02); V =v,w,z

Ademas:

vlilw, vliz, wdlz

1 n
plim; Z(Vi V)Y =02
i=1
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Erorres de medicion, x’s (3/5)

La informacion disponible nos permite reescribir el modelo en una forma més conocida:

Yi =P1 + BaXi + U

U =U; — FHw;
Nota sin embargo que al estimar por MCO:

cov(x,u) )

var(x)

[E(bz) =52+[E<
?'-"82

Esto se debe a que X y U o son independientes. En otras palabras, nos enfrentamos a un problema de
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Erorres de medicion, x’s (4/5)

Dado que no podemos calcular la distribucién exacta de by, nos concentraremos en ver qué pasa cuando el nimero de

observaciones tiende a infinito. Se puede demostrar que:

2

. o
plim(b,) = 5 - 522—w2
o, +

zZ O'w

Por lo tanto el sesgo de by (para muestras grandes) es:

2
Sesgo = —f5, 20w

o2 + 02

el cual depende del signo de f35.
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Erorres de medicion, x’s (5/5)
Ejercicio

Muestra que:

2

. o
plim(b,) = 3 - 522—w2
o, +

zZ O'w

Nota. ;Qué pasa si introducimos en el modelo una variable proxy imperfecta?
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Simulacion (1/2)

Una simulacién nos muestra los efectos de los errores de medicion en los regresores. Sea el modelo verdadero:

Yi = 2+O-82i + V;

Xi =z + w;
z; ~0(10,4)
v ~0(0,4)
w; ~0(0,1)

Ejercicio

Muestra que si usamos X; en lugar de Z; en la regresion, obtendremos que: p lim(b,) = 0.64.
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Simulacion (2/2)

La siguiente grafica nos muestra la distribucion de by paran = 1000.

Densidad
o
_—

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75
Estimaciones de b2

Nota que la media de la distribucién es cercana a 0.64 aun para una muestra pequefia.
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Errores de medicion en la
variable dependiente




Errores de medicion, y (1/5)
Supongamos que el modelo verdadero es:

Qi =1 +Boxi +¢€;

Sin embargo no observamos Q;. En su lugar observamos:

i = Qi +;
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Errores de medicion, y (2/5)

Suponemos que:

W; ~ iid0(0,03,); W =¢,x,9

Ademas:

19/56



Errores de medicion, y (3/5)

Muestra que, cuando la variable dependiente estd medida con error, los estimadores de MCO siguen siendo insesgados.
Es decir:

E(by) = S,
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Errores de medicion, y (4/5)

Aungue los estimadores de MCO siendo insesgados, se puede demostrar que son ineficientes (para muestras grandes). En
particular, se puede demostrar que:

a§+o% . o2

no? noz

2 _
O'bz—
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Errores de medicion, y (5/5)

Muestra que, para muestras grandes:

0? + 0

2 _

sz - 2
no:

Nota. ;Qué pasa si tanto X; como Y; estan sujetas a errores de medicion?
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Variables Instrumentales (1V)




Variables instrumentales (1/2)

Imaginemos que:

1
li —x )7&0
p1m<nxu

En este caso, el estimador de MCO deja de ser consistente:

-1
plim(b) = B+ plim (lx’x) - plim (lx’u)
n

n
z P
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Variables instrumentales (2/2)

Sin embargo, supongamos que existe u vector de variables Z de la misma dimension que X, tal que:

1
lim (L2 ):0
plm(nzu
lim(lz'x>—2
p ” =
="

1
lim ( -2'2
plm(nzz

donde las matrices 2y X* deben existiry ser no singulares. Las variables en zZ pueden utilizarse como

X.

de
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El estimadorde VI (1/3)

¢Como utilizamos el vector de instrumentos Z? Supongamos que el modelo es el de siempre:

y=xf+u
Pre multiplicamos ambos lados de la ecuacién porz’:
y =2y
x" =17'x
u' =zu
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El estimadorde VI (2/3)

Ejercicio

Muestra que si estimamos el modelo resultante por MCO obtenemos:
B = @x)" @y)

que es conocido como el estimador de variables instrumentales de .

27/56



El estimador de VI (3/3)
Ejercicio
Muestra que el estimador de variables instrumentales de B es consistente y que su varianza asintética es:

N 1
asy var(f, ) = EGZZ_IZ*Z,_I

Nota. En la practica, la varianza asintotica puede estimarse como:

~ 1
est asy var(f, ) = 5322—12*2/—1

1 n n
5% = r(y — Xpy ) (y — XBrv)
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Simulacion (1/3)

Una simulacion nos permite comparar los estimadores de MCO y de IV. Sea el modelo verdadero:

yi =10+ 5x; +

X = 2Zi + 0.5Ul' + UY;

z; ~ 00, 1)
v ~0(0,1)
u ~0(0,1)

Nota que X; no es independiente de U; en la regresion, por lo que los estimadores de MCO estaran sesgados. ; Podemos
utilizar Z; o U; como instrumentos de X; en la regresion?
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Simulacion (2/3)

Ejercicio
Utilizando los datos del ejemplo, muestra que si usamos a Z; como instrumento:

p lim €0 = 5.19
plim b7 =5
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Ejemplo (3/3)

Las siguientes graficas comparan la distribucion de 8, estimado por MCO y VI con n=3200.

60
kS
T 40
[
e
O
0 2
. T
517 5.18 5.19 5.20 5.21
Estimaciones de beta_2 por MCO
40
B 30
bl
2 20
[
[a}
10
4.98 5.00 5.02

Estimaciones de beta_2 por MC2E

/Qué estimador te parece mejor? ; Por qué?
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Variables instrumentales: Ejemplo (1/2)

Utiliza los datos: £206-mroz. Estima el modelo utilizando el método de los MCO. ;Crees que exista un problema de
endogeneidad? ;Por qué? Pista: La variable endogena es la variable educacion.

I_wage; = i + Breduc; + Bzexper; + frexper? + 1y,
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##
##
##
##
##
##
##

Variables instrumentales: Ejemplo (2/2)

En el ejemplo anterior, estimamos los coeficientes utilizando la variable mothereduc, que representa la educacion de la
mama de la i-ésima observacion. (;Por qué?)

Call:

ivreg(formula = log(wage) ~ educ + exper + I(exper”2)

Coefficients:
(Intercept)
0.1981861

educ
0.0492630

exper
0.0448558

I(exper~2)
-0.0009221

| mothereduc +

exper + I(exper”2), data = data, subset
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Minimos cuadrados en dos
etapas (2SLS)




Minimos cuadrados en dos etapas (1/4)

;Qué pasa si contamos con mas instrumentos que variables explicativas?

Sea:
Zz=1{2, Z,...7;}

donde l = k. En este caso, podemos usar el método de los minimos cuadrados en dos etapas.
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Minimos cuadrados en dos etapas (2/4)

1. Estimamos una regresion por cada variable explicativa usando el método de los minimos cuadrados ordinarios:

donde:

Xj =z5j+ej

(5;1)
8

\ 51 )
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Minimos cuadrados en dos etapas (3/4)

2. Recuperamos los valores ajustados:

donde:

Y, naturalmente:

X =Z6j + €;
=X; + ¢€;
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Minimos cuadrados en dos etapas (4/4)

3. Formamos el vector:
X=4{X] X;...X;}
y usamos MCO para estimar el modelo:
y=xp+u

De aqui obtenemos el estimador de minimos cuadrados en dos etapas para B

ﬂ;SLS = (xX'x)"' Xy
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##
##
##
##
##
##
##

Minimos cuadrados en dos etapas: Ejemplo

En el ejemplo de antes, estimamos los coeficientes utilizando las variables mothereducy fathereduc, donde esta Utima
representa la educacion del papé de la i-ésima observacién.

Call:
ivreg(formula

Coefficients:
(Intercept)
0.048100

log(wage) ~ educ + exper + I(exper”™2)

educ
0.061397

exper
0.044170

I(exper~2)
-0.000899

| mothereduc +

fathereduc + exper + I(exper”2), data = dat:
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2SLSvs. IV(1/2)

Ejercicio
Muestra que:

1. Z¢;=0 j=1,2,....k
A A .
2. X;ej=0 j=1,2,....k
3. X,e5=0 Vv m=zj, jm=12,..,k

Usando lo anterior, muestra ademas que:

ﬁ;SLS = xX'x)'x'y

= (X'(X)"1 x’(y

40/56



2SLS vs. IV (2/2)

Ejercicio

Demuestra que las estimaciones por minimos cuadrados en dos etapasy por variables instrumentales son equivalentes
cuando tenemos igual nimero de instrumentos que de variables enddgenas. Es decir:

ﬂzsLS = ﬁIV

Nota. ;Puedes decir cuél es la ventaja de utilizar el método de los minimos cuadrados en dos etapas?
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Seleccion de instrumentos




Instrumentos fuertes (1/3)

Para seleccionar los instrumentos, primero tenemos que asegurarnos que la correlacién entre estos y las variables que

van a instrumentar sea alta.

Para ver lo anterior, considera el estimador de variables instrumentales:

Bry = @X)' (2y)
=f+ Z'x) (z'u)

0O, en un modelo de regresion simple:

S
BMV A cov(z, x)

cov(z,u)

Cuando la cov(z, X) se acerca a cero, el sesgo del estimador de B se acerca a infinito. En este caso decimos que Z es un

instrumento débil de X. Es fuerte en caso contrario.
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Instrumentos fuertes (2/3)

Para hacer una prueba seria para instrumentos fuertes, supongamos que Xy es endégenay que contamos con un
instrumento Zp. Entonces:

e Corremos la regresién (que corresponde a la primera etapa del método de 2SLS):

Xk =V1+VXo + oo+ Vi1 Xim1 + 0121 + W

e Paraque elinstrumento z1 sea fuerte, es necesario que el coeficiente 81 sea (muy) significativo. Como regla de uso
comUn, esto sera el caso si el estadisticoF de la prueba de significanciaH ¢ : 61 = 0 es mayora 10.
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Instrumentos débiles (3/3)

e Naturalmente, en caso de tener [ instrumentos, corremos la siguiente regresion:

Xk =V1+VXo + ..+ Y1 X1 + 60121+ -+ 01z +

e Eneste caso, el estadistico F delaprueba8; = 6, = ... = 6; = 0 tiene que ser mayor a 10.

En el ejemplo anterior tenemos:

## dfl df2 statistic p-value
## Weak instruments 2 423 55.4003 4.268909e-22
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Los instrumentos deben ser exogenos

La relacion anterior también deja en claro que el sesgo del estimador de B tiende a cero conforme la cou(z, U) se acerca
a cero. Cuando esto ocurre decimos que tenemos instrumentos exogenos.

Una forma de saber si tenemos instrumentos exdgenos es realizando la prueba de Sargan.
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Prueba de Sargan (1/3)

Para realizar la prueba de Sargan:
e Calculamos los estimadores de variables instrumentales:
By = &X' @y
e Recuperamos los residuales:

ery =Yy —XPry
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Prueba de Sargan (2/3)

e Corremos la siguiente regresion:

€y =Zy + VU

e Calculamos el estadistico nRz, donde n es el tamafio de la muestra yR2 es el coeficiente de determinaciéon de la
regresion precedente. Tenemos que:

2 2
nR® ~ Xk g1

donde [ es el nimero de instrumentos y k es el nimero de variables endédgenas.

e Elpunto anteriorimplica que, para que la prueba de Sargan pueda realizarse, es necesario tener mas instrumentos
que variables enddgenas [ > k. Por esta razén, a la prueba de Sargan también se le conoce como
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Prueba de Sargan (3/3)

e Realizamos la siguiente prueba:

Hy : cov(z,ey)=0
H; : cov(z,ey)#0

Naturalmente, s/ rechazamos H ¢y los instrumentos no son exbgenos. En nuestro ejemplo de antes tenemos:

## dfl df2 statistic p-value
## Sargan 1 NA 0.3780715 0.5386372
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Prueba de Hausman (1/5)

Finalmente, también necesitamos una prueba para saber si nuestra regresién debe estimarse por el método de las
variables instrumentales, o si el método de los MCO es suficiente.

La prueba que debemos realizar en este caso se conoce como la
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Prueba de Hausman (2/5)

Para mostrar como funciona la prueba de Hausman, supongamos que el modelo es:
Vi =P+ Bxi + 1y

y sospechamos que podria haber una relacién entre X; y Y; . Suponemos que tenemos dos buenos instrumentos para X;:
ARY R
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Prueba de Hausman (3/5)

e Estimamos por MCO la siguiente ecuacion:

Xi =71 + 61215 + 6,2y + U;

y recuperamos los residuales:

A A A VaN
Ui =X —V1 — 01z1; — 6,2y
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Prueba de Hausman (4/5)

e Ahora estimamos por MCO:

Yi = B + Baxi + v + v

Una prueba t nos permitird probar la siguiente hipotesis:

_fik) . 6=0

H, : A
Si rechazamos H ¢ el método de las variables instrumentales es apropiado. De otra forma usamos MCO.

;Por qué?
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Prueba de Hausman (5/5)

En el ejemplo de antes tenemos:

## dfl df2 statistic p—-value
## Wu—-Hausman 1 423 2.792592 0.09544055

Nota.

En caso de tener mas de una variable explicativa relacionada con el error, U, hacemos tantas regresiones como sea
necesario en el paso 1 e incluimos los residuales de estas en la regresion del paso 2. La prueba de hipdtesis en este caso
implicaria el uso de una F en lugar de una t.
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Practica




Practica

Utilia los datos: £207-fertility para explicar ;coémo afecta la fertilidad a la oferta de trabajo? Es decir, jcudnto disminuye la
oferta de trabajo de una mujer cuando tiene un hijo mas?

morekids = 1 if mom had more than 2 children
boylst =1 if 1st child was a boy

boy2nd =1 if 2nd child was a boy

samesex = 1 if 1st two children same sex

agem] = age of mom at census

black = 1 if mom is black

hispan = 1 if mom is Hispanic

othrace = 1 if mom is not black, Hispanic or white
weeksm1 = mom's weeks worked in 1979

Realiza un analisis completo del modelo:

morekids; = 5| + Bweeksworked; + u;
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