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Motivación



Motivación (1/3)

Antes, hemos estudiado con detalle el modelo de regresión lineal:

En particular, analizamos las propiedades de los estimadores de MCO. Bajo el supuesto de que los regresores son
deterministas demostramos que los estimadores son:

= + + +⋯ + +𝑦𝑖 𝛽1 𝛽2𝑥2𝑖 𝛽3𝑥3𝑖 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑖 𝑢𝑖

Insesgados

Eficientes
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Motivación (2/3)

Sin embargo, en la práctica los regresores no son necesariamente deterministas. Piensa por ejemplo en:

¿Cómo se comportan los estimadores de MCO cuando los regresores son estocásticos? ¿Siguen siendo insesgados?
¿Siguen siendo eficientes? ¿Cómo se comportan conforme crece el tamaño de la muestra?

Ingreso

Educación

Precios

PIB

Etc.
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Motivación (3/3)

En este capítulo, estudiamos uno de los conceptos más importantes en teoría asintótica:

Consistencia

Entre más y más datos, eventualmente encontramos la verdad.
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Ejemplo (1/3)

Sean  variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) con:

y:

Supongamos, además, que no conocemos la función de densidad (pdf) de , , pero el valor de  es
conocido.

, , … ,𝑋 1 𝑋 2 𝑋 𝑛

𝔼( ) = 𝜇𝑋 𝑖

𝑉𝑎𝑟( ) =𝑋 𝑖 𝜎2

𝑋 𝑖 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 𝜎
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Ejemplo (2/3)

Un estimador natural para  es:

Nota que:

Por lo tanto, cuando , .

𝜇

𝜇 ̂= 1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖

= 𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯

𝔼( ) = 𝜇;  𝑉𝑎𝑟( ) =𝜇 ̂ 𝜇 ̂
𝜎2

𝑛

𝑛 → ∞ 𝑉𝑎𝑟( ) → 0𝜇 ̂
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Ejemplo (3/3)

Lo anterior sugiere que, cuando el tamaño de la muestra crece:

En palabras: cuando la muestra crece, la media muestral se acerca a su valor verdadero.

Esto sugiere que la media muestral es un buen estimador de  cuando la muestra es grande.

→ 𝜇.𝜇 ̂

𝜇

8/20



Ley de los grandes números



Convergencia en probabilidad (1/2)

Definición

La secuencia  converge en probabilidad hacia una constante o variable aleatoria :

si, para todo :

, , … ,𝑌1 𝑌2 𝑌𝑛 𝑐

𝑝 = 𝑐lim
𝑛→∞

𝑌𝑛

𝜀 > 0

𝑃 (| − 𝑐| > 𝜀) = 0lim
𝑛→∞

𝑌𝑛
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Convergencia en probabilidad (2/2)

Definición (cont´d)

El vector , converge en probabilidad hacia un vector de constantes o vector de variables
aleatorias :

si:

= ( , , … ,𝐘𝑛 𝑌𝑛1 𝑌𝑛2 𝑌𝑛𝑘)′
𝐜

𝑝 = 𝐜lim
𝑛→∞

𝐘𝑛

𝑝 =lim
𝑛→∞

𝑌𝑛𝑖 𝑐𝑖
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Consistencia

Sea  un estimador del escalar . Se dice que  es consistente si:

Sea  un estimador del vector . Se dice que  es consistente si:

Para demostrar que un estimador es consistente, necesitamos analizar el comportamiento de los promedios muestrales
cuando el tamaño de la muestra crece.

𝜃 ̂ 𝜃 𝜃 ̂

𝑝 = 𝜃lim
𝑛→∞

𝜃 ̂

𝜽 ̂  𝜽 𝜽 ̂ 

𝑝 =lim
𝑛→∞

𝜃 ̂𝑖 𝜃𝑖
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LLN: Chebychev

Teorema

Sea  una secuencia de variables aleatorias  con  y .
Entonces:

, , … ,𝑋 1 𝑋 2 𝑋 𝑛 𝑖𝑖𝑑 𝔼( ) = 𝜇 < ∞𝑋 𝑖 𝑉𝑎𝑟( ) = < ∞𝑋 𝑖 𝜎2

𝑝 =lim
𝑛→∞

𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯

=

=

𝑝 lim
𝑛→∞

1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖

𝔼( )𝑋 𝑖

𝜇
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LLN: Kolmogorov

Teorema

Sea  una secuencia de variables aleatorias  con  y . Entonces:

Nota que, a diferencia de la LLN de Chebychev, la versión de Kolmogorov no requiere que la  exista. Esta LLN
cubre el caso de variables aleatorias con colas anchas.

, , … ,𝑋 1 𝑋 2 𝑋 𝑛 𝑖𝑖𝑑 𝔼(| |) < ∞𝑋 𝑖 𝔼( ) = 𝜇𝑋 𝑖

𝑝 =lim
𝑛→∞

𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯

=

=

𝑝 lim
𝑛→∞

1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖

𝔼( )𝑋 𝑖

𝜇

𝑉𝑎𝑟( )𝑋 𝑖

14/20



LLN: Markov

Teorema

Sea  una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con  y
 para . Entonces:

Esto es, aun cuando no tenemos supuesto de variables , aun podemos tener convergencia en la media muestral.

, , … ,𝑋 1 𝑋 2 𝑋 𝑛 𝔼( ) = 𝜇 < ∞𝑋 𝑖

𝑉𝑎𝑟( ) = ≤ 𝑀 < ∞𝑋 𝑖 𝜎2 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛

𝑝 ( − 𝜇)lim
𝑛→∞

𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯

= 𝑝 ( − 𝜇)lim
𝑛→∞

1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖
1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

= 𝑝 ( ( − 𝜇))lim
𝑛→∞

1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖

= 0

𝑖𝑖𝑑
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¿Para qué sirve la LLN?

En términos generales, la LLN establece que:

Sin embargo, muchos estimadores no son simplemente promedios. Más bien, se trata de funciones de promedios. Por
ejemplo:

Para saber qué pasa con estos estimadores cuando el tamaño de la muestra crece, usamos el teorema de Slutsky.

𝑝 = 𝔼( )lim
𝑛→∞

1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖 𝑋 𝑖

Varianza muestral

Estimadores de MCO
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Teorema de Slutsky

Teorema

Sean  y  secuencias de variables aleatorias, y sean  y  constantes. Entonces:{ }𝑌𝑛 { }𝑍 𝑛 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑

Si , entonces .

Si  y , entonces .

Si  y , entonces .

Si  y , entonces , en tanto .

Si  y  es una función continua en , entonces .

= 𝑎𝑌𝑛 𝑝 lim = 𝑎𝑌𝑛

𝑝 lim = 𝑐𝑌𝑛 𝑝 lim = 𝑑𝑍 𝑛 𝑝 lim( + ) = 𝑐 + 𝑑𝑌𝑛 𝑍 𝑛

𝑝 lim = 𝑐𝑌𝑛 𝑝 lim = 𝑑𝑍 𝑛 𝑝 lim( ) = 𝑐𝑑𝑌𝑛𝑍 𝑛

𝑝 lim = 𝑐𝑌𝑛 𝑝 lim = 𝑑𝑍 𝑛 𝑝 lim( / ) = 𝑐/𝑑𝑌𝑛 𝑍 𝑛 𝑑 > 0

𝑝 lim = 𝑐𝑌𝑛 ℎ(⋅) 𝑐 𝑝 lim ℎ( ) = ℎ(𝑐)𝑌𝑛
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Ejemplo

Ejercicio

Sea  una secuencia de variables aleatorias  con  y . Demuestra
que:

, , … ,𝑋 1 𝑋 2 𝑋 𝑛 𝑖𝑖𝑑 𝔼( ) = 𝜇𝑋 𝑖 𝑉𝑎𝑟( ) = < ∞𝑋 𝑖 𝜎2

𝑝 =lim
𝑛→∞

𝜎 ̂2

= 𝜎2

𝑝 ( −lim
𝑛→∞

1
𝑛 ∑

𝑖=1

𝑛

𝑋 𝑖 𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯
)2
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Aplicación: MCO (1/2)

Ejercicio

Considera el modelo de regresión lineal simple:

donde  es una secuencia de variables aleatorias  con  y , y 
una secuencia de variables aleatorias  con  y . Demuestra que:

donde  es el estimador de MCO para .

= + +𝑦𝑖 𝛽1 𝛽2𝑥𝑖 𝑢𝑖

, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑥𝑖 𝑖𝑖𝑑 𝔼( ) =𝑥𝑖 𝜇𝑥 𝑉𝑎𝑟( ) = < ∞𝑥𝑖 𝜎2𝑥 𝑢𝑖
𝑖𝑖𝑑 𝔼( ) = 0𝑢𝑖 𝑉𝑎𝑟( ) = < ∞𝑢𝑖 𝜎2

𝑝 = ,lim
𝑛→∞

𝑏2 𝛽2

𝑏2 𝛽2
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Aplicación: MCO (2/2)

Ejercicio: pistas

Para realizar el ejercicio anterior:

1. Expresa la fórmula del estimador de MCO en función del término de error.

2. Para utilizar la LLN es necesario que todos los elementos estén expresados en términos de promedios.

3. Dado que las variables involucradas tienen varianza finita, utiliza la LLN de Chebyshev.

4. Utiliza las propiedades del límite en probabilidad (teorema de Slutsky) para concluir que:

𝑝 lim =𝑏2 𝛽2

20/20


