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Varianzas y covarianzas de los errores

La matriz de varianzas y covarianzas de los errores puede calcularse como:

Cuando se cumplen todos los supuestos de Gauss-Markov:

donde  es la varianza constante de los errores y  es una matriz identidad .

𝛀 = 𝔼(𝐮 )𝐮′

𝛀 = ,𝜎2𝐈𝑛

𝜎2 𝐈𝑛 𝑛 × 𝑛
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¿En qué consiste la heteroscedasticidad?

En presencia de heteroscedasticidad:

para . Entonces:

var( )𝑢𝑖 = 𝔼( )𝑢2𝑖
= ,𝜎2𝑖
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¿En qué consiste la autocorrelación?

En presencia de autocorrelación:

para . Esto implica:

cov( , )𝑢𝑖 𝑢𝑗 = 𝐄( )𝑢𝑖𝑢𝑗

= ,𝜎𝑖𝑗

𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛
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Heteroscedasticidad y autocorrelación

Naturalmente, en presencia de heteroscedasticidad y autocorrelación de forma simultánea, tenemos:
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Propiedades de los estimadores de MCO (1/3)

En presencia de heteroscedasticidad y/o autocorrelación, los estimadores de MCO siguen siendo insesgados. Nota que:

Dado que:

entonces:

𝜷 ̂ = ( 𝐱 𝐲𝐱′ )−1 𝐱′

= 𝜷 + ( 𝐱 𝐮𝐱′ )−1 𝐱′

𝐄( ) = 0,𝑢𝑖

𝔼(𝐛) = 𝜷
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Propiedades de los estimadores de MCO (2/3)

Calculamos ahora la varianza de los estimadores de MCO. En presencia de heteroscedasticidad y/o autocorrelación podemos demostrar que:

𝔼[(𝐛 − 𝜷)(𝐛 − 𝜷 ])′ = ( 𝐱 𝛀𝐱( 𝐱𝐱′ )−1 𝐱′ 𝐱′ )−1

≥ ( 𝐱𝜎2 𝐱′ )−1

El lado derecho de la desigualdad corresponde a la varianza de los estimadores cuando todos los supuestos de Gauss-Markov se satisfacen.

La desigualdad implica que, aunque los estimadores de MCO siguen siendo insesgados (y consistentes), son ineficientes.

9/18



Propiedades de los estimadores de MCO (3/3)

Ejercicio

Prueba que los estimadores de MCO siguen siendo consistentes en presencia de heteroscedasticidad y/o autocorrelación.
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Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG) (1/4)

¿Cómo hacemos la estimación de los coeficientes en presencia de heteroscedasticidad y/o autocorrelación?

Consideremos el modelo:

Si conocemos la matriz , podemos utilizar el método de los Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG o GLS, por sus siglas en inglés).

𝐲 = 𝐱𝜷 + 𝐮,
𝔼(𝐮 ) = 𝛀𝐮′

𝛀
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Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG) (2/4)

Dado que  es simétrica y definida positiva, existe una matriz  tal que:

Esta matriz  puede ser utilizada para transformar el modelo:

𝛀 𝐏

𝐏𝛀𝐏′

⇒ 𝛀
−1

= 𝐈𝑛

= 𝐏𝐏′

𝐏

𝐏𝐲

⇒ 𝐲 ̃
= 𝐏𝐱𝜷 + 𝐏𝐮

= 𝜷 +𝐱 ̃ 𝐮 ̃
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Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG) (3/4)

Este nuevo modelo satisface todos los supuestos de Gauss-Markov. En particular, nota que:

Entonces, el nuevo modelo puede ser estimado por el más habitual método de los MCO.

𝔼( )𝐮̃ 𝐮̃ ′ = 𝐏𝛀𝐏′

= 𝐈𝑛
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Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG) (4/4)

Ejercicio

Encuentra los estimadores de MCO del modelo transformado. Muestra que estos son insesgados y que su matriz de covarianzas es:

𝛀𝑏 = 𝔼[( − 𝜷)( − 𝜷 ]𝐛̃  𝐛̃  )′

= ( 𝐱𝐱′
𝛀
−1 )−1
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El método de los MCG: Heteroscedasticidad

Ejercicio

Consideremos el modelo:

Para cada uno de los siguientes casos, encuentra la matriz  que nos permite estimar el modelo por MCG.

Nota. Cuando solo existe heteroscedasticidad, el modelo de los MCG se conoce como el método de los Mínimos Cuadrados Ponderados (MCP). ¿Por
qué?

= + +𝑦𝑖 𝛽1 𝛽2𝑥𝑖 𝑢𝑖

𝐏

1. 

2. 

3. 

𝔼( ) =𝑢2𝑖 𝜎2𝑥2𝑖

𝔼( ) =𝑢2𝑖 𝜎2𝑥𝑖

𝔼( ) = 𝔼( )𝑢2𝑖 𝜎2 𝑦𝑖
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El método de los MCG: Autocorrelación (1/2)

Ejercicio

Supongamos que los errores del modelo siguen un proceso autorregresivo de orden 1:

Muestra que la matriz de varianzas y covarianzas del error, , se calcula como:

𝑢𝑖

|𝜌|
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∼ 𝑖𝑖𝑑�(0, )𝜎2𝜖
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El método de los MCG: Autocorrelación (2/2)

Ejercicio

Supongamos por un momento que:

Encuentra la matriz  que nos permitirá utilizar el método de los MCG.

Pista: Utiliza el método de Cholesky para factorizar la matriz .

𝛀 = ( )
𝜎2𝜖

1 − 𝜌2
1
𝜌

𝜌

1

𝐏

𝛀
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