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Construccion del modelo




La curiosidad

Consideremos la siguiente pregunta de investigacion:

(Como se relaciona el ingreso per capita con la esperanza de vida? En particular, ;un aumento en el ingreso
hace que las personas vivan mas?
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Datos

Consideremos los siguientes datos sobre la esperanza de vida y el ingreso per capita:

Relacion entre ingreso per capita y esperanza de vida

Pais Ingreso per capita Esperanza de vida
France $42,400 81.8
Japan $38,900 85.0
Mexico $18,900 75.9
Nigeria $5,900 53.4

Fuente: CIA World Factbook.
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° ° 4
Diagrama de dispersion (1/2)
Al representar estos datos en un diagrama de dispersion comienza a aparecer un patron:

Diagrama de dispersion
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e | 0s paises con mayor ingreso per capita tienden a presentar una mayor esperanza de vida.

e | 0s paises con menoringreso per capita tienden a presentar una menor esperanza de vida.
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Diagrama de dispersion (2/2)

Con solo cuatro observaciones es dificil identificar un patrén general. Para comprender mejor la asociacién entre ambas
variables utilizaremos informacién de un conjunto mucho mayor de paises.

Nota que, al incorporar mas observaciones, la asociacion positiva entre el ingreso per capita y la esperanza de vida se

hace mucho mas evidente.
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Linea de tendencia

Para resumir la asociacion observada entre el ingreso per capitay la esperanza de vida, dibujaremos una linea recta sobre
el diagrama de dispersion. Esta es la linea de tendencia.

Diagrama de dispersion
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Todavia no sabemos como construir la linea de tendencia a partir de los datos. j£ste sera uno de los principales objetivos
de la regresion lineal!
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Modelo

Si decidimos representar la asociacién entre el ingreso per capitay la esperanza de vida mediante una linea recta (como
haremos durante todo este capitulo), entonces el modelo es:

Yi = B1 + Pox;

(;Recuerdas la formula de una linea?)
donde:

e Y; eslaesperanza devida (variable en el eje y)
e X; eselingreso per capita (variable en el eje X)

e 31, son pardmetros.

8/75



¢ Es suficiente una linea recta?

Nota.

La linea de tendencia recta es una buena aproximacion, Diagrama de dispersion
, . . . 100
pero todavia presenta limitaciones: _ -
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e [Estasupone que la asociacion entre el ingreso per
capitay la esperanza de vida es exactamente lineal.
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e Sinembargo, si esto fuera cierto, todos los puntos en
el diagrama de dispersion deberian estar sobre élla.
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El modelo de regresion simple




Eltérmino de error

Para incorporar al modelo las diferencias entre la linea recta y los valores efectivamente observados, agregamos un
término de error, también conocido como perturbacion o ruido, ;. El modelo tiene ahora dos componentes:

i = + U
1. Elelemento es el componente sistematico (parte no aleatoria o determinista).
2. El elemento u; es el componenente aleatorio.

Ahora el modelo reconoce explicitamente que X; no explica por si sola todas las diferencias observadas en y;.
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Componente sistematico y el termino de error

Si conociéramos los valores verdaderos de By y Bz, podriamos localizar exactamente los puntos Q1 - Q4, que
representan la parte sistematica del modelo. La linea Q1 - Q4 puede pensarse como la tendencia poblacional.

Tendencia poblacional y término de error El problema es que en la practica solo observamos los
Yi=B1+Boxi+yy puntos Py - P4. Porlo tanto, dado gue losu; son
desconocidos, no podemos saber con certeza la
“ ops” localizacion de los puntos Q1 - Q4.
Fog
Lo
® P2 Phe
> ° u .-’ %3
=¥ i o P3 En realidad sdlo Dios sabe donde se encuentran
0 o’// los puntos Q1 - Q4.
-7
-7 )’1 P1 Xo X3 Xg
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¢ Por qué existe 14; ?

El término u; recoge todos los factores que afectan a y; y que no estan representados explicitamente por X;. Por ejemplo:

Variables explicativas no incluidas;

Caracteristicas no observables;

Errores de medicion;

Choques aleatorios;

Aproximaciones derivadas de la forma funcional utilizada.
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:Como aproximamos la tendencia poblacional? (1/3)

Como no conocemos B v B2, debemos estimarlos a partir de los puntos que si observamos. ;Cémo podemos hacerlo?

Una opcion es identificar los puntos Py - P4 en la gréficay Aproximacion de la tendencia poblacional
trazar la linea a ojo de buen cubero. § = by + byx

20

En este ejemplo, los valores estimados para 81 y 82 son by
y by, respectivamente. El valor estimado de y; se calcula
entonces como:

Yi = b1 + bax;
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:Como aproximamos la tendencia poblacional? (2/3)

Podemos usar técnicas mas sofisticadas para encontrar by y by. Estas requiere el calculo del (de los) ( )
de estimacion, e;.

Tenemos que: Aproximacién de la tendencia poblacional y el residual
%=M+bﬂi,a=w—%

20

e =Yi =y
=Y¥; — by — byx;

Nota. El error u; mide la distancia respecto de la tendencia
poblacional; el residual e; mide la distancia respecto de la

Nuestro objetivo serd encontrar by y b, de manera que, en conjunto, los residuales sean lo mas pequefios posible.
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:Como aproximamos la tendencia poblacional? (3/3)

Una primera posibilidad seria seleccionar los valores de by y by que hagan que la suma de los residuales se minimice:

(by,by) = arg min { e }
i=1
= arg min { (yi — b1 - bzxi)}

donde n es el nUmero de observaciones. ;Crees que este criterio funciona? Explica y comenta.

M: ”'M:

Il
—_
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El método de los minimos
cuadrados ordinarios




El método de los minimos cuadrados ordinarios

El criterio anterior presenta un problema: los residuales positivos y negativos pueden cancelarse. Entonces, necesitamos
una forma de medir la magnitud de los residuales que evite esta cancelacion.

El método de (MCO u OLS, por sus siglas en inglés) propone una solucién sencilla: elevar
los residuales al cuadrado y elegir la recta que minimiza su suma. Entonces:

(b1,by) = argmin RSS

donde el (Residual Sum of Squares) es la suma del cuadrado de los residuales:

RSS

Il
'M:
o
N.N

N
Il
—

(Vi = b1 — byx;) 2

-

N
Il
—
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MCO: dos observaciones

Ejercicio
Considera los siguientes datos: Diagrama de dispersion
6
P2
; o
1 3
2 5 = 4
P1
3 [ J
X4 X2

Encuentra los estimadores de minimos cuadrados ordinarios by y by. Comenta tus resultados
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MCO: Cuando ninguin ajuste es perfecto

Ejercicio

Considera los siguientes datos:

7

6

5

(€]
Yi

X1

Diagrama de dispersion

X2

X3

Encuentra los estimadores de minimos cuadrados ordinarios by y by. Comenta tus resultados. En particular jqué cambid

respecto al ejemplo anterior?
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MCO: Caso general (1/3)

Para n observaciones, el problema:

n
ggl;(yz — by - byx;) 2

lleva a las siguientes

n n
nb1+b22x,~—2yi =0
i=1 i=1

n n n
b, in +b22xi2 — inyi =0
i=1 i=1 )
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MCO: Caso general (2/3)

Nota que las ecuaciones normales de la regresion no son otra cosa que las condiciones de primer orden del problema de
minimizacién. Resolviendo estas, obtenemos los valores de by y by que minimizan el RSS:

> L =00 -

b, =
>y (X - %2
_ Cou(x,y)
B Var(x)
Y:
b, = y - b,x
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MCO: Caso general (3/3)

Ejercicio

Considera los siguientes datos que miden la relacién entre el promedio escolar y el ingreso familiar:

Relacion entre promedio escolar e
ingreso familiar (miles de pesos)

Promedio Ingreso_familiar

8

6

7

Encuentra los estimadores de minimos cuadrados ordinarios by y by. Comenta tus resultados. ;Cuél seria la intucion

econdmica de la recta estimada?

21

15
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9
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18

6

12
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Formulas alternativas para b,
Ejercicio*

La expresion anterior no es la Unica formas de escribir by . Las siguientes representaciones seran Utiles para estudiar
posteriormente las propiedades del estimador:

XL xiyi - nxy

)
2oy Xj —nx

n
b, = Z W;Yis
i=1

Xi — X

> (xi - x)?
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Propiedades algebraicas de
MCO




Dos descomposiciones de la variable dependiente (1/3)

Podemos descomponer la variable dependiente, y;, de dos maneras alternativas:

e Modelo poblacional: descomposicion de la variable dependiente en un componente sistematico y el téermino de
error.

® Modelo estimado: descomposicién de la variable dependiente en su valor estimado y el residual.
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Modelo poblacional

Descomposicion de la variable dependiente en un componente sistematico y el término de error.

Tenemos:

Vi =P+ Fxi +u Ly,

Nota que, en esta descomposicién, cada punto en la
grafica resulta de:

Pi = Qi +y;
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Modelo estimado

Descomposicion de la variable dependiente en su valor estimado y el residual.

Tenemos:

Yi =yite
=b1+b2xl~+ei

Nota que, en esta descomposicién, cada punto en la
grafica resulta de:

Pi=R,-+ei
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Propiedades algebraicas de MCO: residuales

Podemos demostrar que:

1. Elvalor promedio de los residuales es cero:

S|
.M:
A
I
o

2. La correlacion muestral entre X; y el residual es cero:

Cou(x,e) =0
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Propiedades algebraicas de MCO: valores estimados
Ejercicio
Demuestra que:

1. El valor estimado promedio de la variable dependiente es igual al valor promedio observado:

y=>Y
2. La correlacion muestral entre y;'y e; es cero:

Cou(y;e) =0
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Interpretaciony
transformaciones




Interpretacion de los coeficientes estimados (1/3)

Hasta ahora hemos aprendido a construir la ecuacion estimada. Pero el analisis no termina aqui. Aun debemos interpretar
qué nos dice la estimacion acerca del fendmeno que estamos estudiando.

En general:

yiA = b1 + bzxi

e SiX; aumenta en una unidad, el valor estimado de y; cambia en by unidades (signo positivo o negativo segln el

caso).

e Elvalorestimado dey; esiguala by cuando x; = 0.

32/75



Interpretacion de los coeficientes estimados (2/3)

Ejemplo

;Como lees este resultado?

Relacion entre ingreso per capita y esperanza de vida

Término Coeficiente Desv. Estandar Estadistico t Valor p
Constante 0.612710 109.839 <0.001
Ingreso per capita 0.000019 12.212 <0.001

Ewﬂﬁgakvm%=b1+MHgmmpac@m%
= 67.35 + 0.00024Ingreso per capita,
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Interpretacion de los coeficientes estimados (3/3)

De igual forma, los coeficientes estimados pueden utilizarse para hacer predicciones:

E(yi | xi = Xx0) = g
= b1 + bz.X()

Donde Xxp es algiin valor de Xx.

;Cudl es la esperanza de vida para un pais cuyo ingreso per capita es de $18,0007
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Transformaciones de escala
Ejercicio*
Supongamos que el modelo es:

Yi =B+ Boxi +u;

;Qué pasa con los coeficientes estimados, by y by, si cambias las unidades de medicién? Especificamente, explica qué
pasa si regresamos el modelo:

Vi = Bi +Bixi +
yi =4 + Ay
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Transformaciones de centrado
Ejercicio*
Supongamos que el modelo es:

Yi =B+ Boxi +u;

Explica qué pasa con los coeficientes estimados si regresamos el modelo:

Yi =B +Bx; +u
X =XxXi—X
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Propiedades de los coeficientes
estimados




{Qué tan buenos son los estimadores de MCO?

Hasta ahora hemos aprendido a construir e interpretar los estimadores by y by. Pero... jPodemos confiar en ellos?

Para responder a esta pregunta, debemos estudiar sus propiedades matematicas.
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{Qué necesitamos suponer? (1/4)

Las propiedades de los estimadores de MCO dependen de una serie de supuestos sobre el modelo. Estos supuestos son
los siguientes:

1. El modelo es lineal en sus parametros y esta correctamente especificado:

Yi =B+ Boxi +u;
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;Qué necesitamos suponer? (2/4)

Los siguientes son los supuestos relacionados con el término de error, Y;. Estos se conocen como supuestos de Gauss-
Markov:

2. Elvalor esperado del error es igual a cero para todas las observaciones:
E(w;) =0; Vi
3. Lavarianza del error es constante para todas las observaciones (este es el supuesto de homoscedasticidad):

Var(u) = EG)
= o?

=02;Vi
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;Qué necesitamos suponer? (3/4)

4. La covarianza entre los errores de cualesquiera dos observaciones es cero. Este es el supuesto de la

Cov(u;, u)j) = E(uiu))

5.Las x; y las u; ortogonales (las X; son ). Este supuesto viene en dos versiones:

e \ersion fuerte: Las Xx; son deterministas.

e Version débil: Las x; son estocasticas, pero siguen una distribucion independiente de la distribucion de las y;.
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¢{Qué necesitamos suponer? (4/4)

6. (Conveniencia). Finalmente, se supone que el error, U;, sigue una distribucién normal.

Entonces, si se cumplen todos los supuestos sobre el error, tenemos:

u; ~ iid0(0, c?)
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Componentes de los coeficientes estimados (1/3)

Recordemos que la variable y; puede descomponerse en: 1) Un componente aleatorio y 2) Un componente determinista.
Es de esperar que los coeficientes estimados admitan también la misma descomposicion.Por ejemplo, para 3, podemos
mostrar que:

Cou(x,u)
Var(x)

1. Elelemento [5» es la parte sisteméatica (determinista).

Couv(x,u) .
2. El elemento ———— es la parte aleatoria.
Var(x)
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Componentes de los coeficientes estimados (2/3)

Muestra que:

donde, igual que antes:
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Componentes de los coeficientes estimados (2/3)

Muestra que:
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;Qué significa que un estimador sea bueno?

Un buen estimador deberia cumplir tres propiedades fundamentales:

o .Esto es, en promedio, el estimador es igual a su valor verdadero. En el caso de los estimadores de MCO,
esto significa que:

E(by) = Bi; E(by) = >

° . Buscamos los estimadores con la minima varianza.

. . Los estimadores convergen en probabilidad a sus valores verdaderos cuando n — .
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Los estimadores de MCO son insesgados
Ejercicio
Demuestra que:

E(by) = B
E(by) = 32
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Los estimadores de MCO son eficientes (1/5)

Para saber si los estimadores de MCO son eficientes, primero tenemos que calcular su varianza:

Var(by) = E ([b - E(b))]?)
Var(by) = E ([by — E(b,)]?)
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Los estimadores de MCO son eficientes (2/5)

Muestra que:

C72

Var(by) =
) = S

Luego muestra que™:

-X

> (xi - X)?

noo.0
2 X ]

ny L, (x —X)? Cov(by,bo) = o* [
i=1 L

Var(b;) = ? l
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Los estimadores de MCO son eficientes (3/5)

Para demostrar que los estimadores de MCO tienen la varianza mas pequefia, definimos toda la gama posible de
estimadores lineales insesgados para 3

n
by ==A:E: CiYi
i=1

Nota que esta gama incluye a los estimadores de MCO en tanto que:
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Los estimadores de MCO son eficientes (4/5)

Muestra que la gama de estimadores que hemos definido es insesgada en tanto que:

n n
ZCi=O; Zcixi=1
i=1 i=1
Muestra que, si los estimadores son insesgados:

2

Var(g,) = +0? Z (ci — wi)?

ll(l_
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Los estimadores de MCO son eficientes (5/5)

Concluimos que los estimadores de MCO con eficientes dado que:

0'2

\V; ) =
ar(,) SN

n
+ o2 z (¢ — w;)?
i1

n

= Var(h,) + ¢° 2 (¢ — w;)?
i=1

> \/al"(bz)
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Teorema de Gauss-Markov

Las propiedades anteriores se resumen en uno de los resultados fundamentales de la econometria clasica:

Si los supuestos 1-5 del modelo de regresion simple se satisfacen, los estimadores de MCO, b; y b,, son MELI
(Mejores Estimadores Lineales Insesgados).

Nota. Los estimadores son BLUE (Best Linear Unbiased Estimators). Este es el conocido Teorema de Gauss - Markov.
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Los estimadores son consistentes (1/3)

A diferencia de la insesgadez y la eficiencia, la consistencia describe el comportamiento de los estimadores cuando el
tamafo de muestra crece indefinidamente. Para saber si los estimadores son consistentes, debemos recordar primero

algunas de las reglas de los limites en probabilidad, .Sean Xy y dos series de valores:
1.Siz = x/y:
, plim(x)
plim(z) = —;
plim(y)
2.51Z = XY:

plim(z) = plim(x) - plim(y)
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Los estimadores son consistentes (2/3)

3.51z=Xx+Y:
plim(z) = plim(x) + plim(y)
4. Sia es constante:
plim(a) = a
5. :si g(+) es continua:

plim(g(x)) = g(plim(x))
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Los estimadores son consistentes (3/3)

Utiliza las reglas anteriores y el hecho que los estimadores para la varianza y covarianza son ambos consistentes, para
mostrar que:

plim(by) =
plim(b) = 5
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Distribucion de los estimadores de MCO
Ejercicio*
Muestra que si el supuesto 6 del modelo de regresién simple se satisface, entonces:

b ~O (G, Var(by))
b, ~0O (B, Var(by))
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Estimadores para las varianzas
de b1 Yy b2




Estimadores para las varianzasde b, y b, (1/4)

Nota.

Las expresiones obtenidas para Var(by) y Var(b,) dependen de 62, la varianza del término de error. Naturalemente,
como u; es desconocido, también lo sera o2.

Se puede demostrar que un estimador insesgado de la varianza de los errores es:

1 n
2 _ 2
s° = p— ‘gg; e;
RSS
n-2

;Porqué no utilizar simplemente la varianza de los residuales como estimador de g2?
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Estimadores para las varianzasde b, y b, (2/4)

Ejercicio*
2

Encontrar un estimador insesgado para o~.

Pista:

e Demuestra primero que los residuales pueden calcularse como:

ei =(xXi —X)(B—b2) + (u; — 1)

e Calcula luego:

(29)
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Estimadores para las varianzasde b, y b, (3/4)

Una vez estimada la varianza de los errores, podemos calcular:

Var(h 5*

ar(by) = SN
Var(by) = '
artn = [ ll(xl—X)]
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Estimadores para las varianzas de b; y b, (4/4)

Ejemplo

Relacion entre ingreso per capita y esperanza de vida

Término Coeficiente Desv. Estandar Estadistico t Valor p
Constante 67.299334 109.839 <0.001
Ingreso per capita 0.000238 12.212 <0.001

Nota: La mayoria de los software de econometria calculan la desviacién estandar estimada, que no es mas que la raiz
cuadrada de las férmulas presentadas anteriormente.
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Bondad de ajuste: R




;Qué tan bien explica el modelo los datos?

Hasta ahora hemos aprendido a construir una regresion e interpretar sus coeficientes, pero todavia queda una pregunta
Importante:

;Qué tan bien se ajusta el modelo a los datos observados?
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Suma total de los cuadrados

/Qué tan bien se ajusta el modelo a los datos observados?

Para responder, calculamos primero la Suma total de cuadrados (TSS):

n
TSS =) (i -y
i=1

La TSS mide la variabilidad total de la variable dependiente. En particular, suma los cuadrados de las desviaciones de
cada observacion respecto de su media.

El TSS Representa toda la variabilidad que existe en los datos antes de estimar cualguier modelo.
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Suma de cuadrados explicados y RSS (1/2)

Recordemos que:
yi=yi+e
A partir de esta, podemos mostrar que:

n n n
Z(Yi -y = 2(5’\1 -3y + Z e
i=1 i=1 i=1

Esto es, la suma total de cuadrados (TSS) se descompone en la
cuadrado de los residuales (RSS):

TSS = ESS +RSS

y la suma del
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Suma de cuadrados explicados y RSS (2/2)

TSS = ESS +RSS

e |a ESS mide la variabilidad explicada por el modelo. Representa la parte de la variabilidad total que la regresion
logra explicar mediante las variables incluidas en el modelo.

e LaRSS mide la variabilidad que el modelo no logra explicar. Representa la parte de la variabilidad total que
permanece sin explicar después de estimar la regresion.
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Analisis de varianza, la R % (1/4)

LaR?, 0 , mide qué proporcion de la variabilidad observada en y; logra explicar el modelo
estimado. Es decir:

R2_ ST -9 ESS
St i—-y2  TSS

Nota que también es posible calcular la R? mediante la formula:

R2_1_ S el __Rss

z?=1 (yi _)7)2 B TSS
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Analisis de varianza, la R % (2/4)

A partir de su definicion, es claro que:

Tenemos que:

e CuandolaR? se acercaa 1, mas de la variabilidad de Vi se explica por el modelo. Entonces, a mayorR?* mejor
ajuste.

e Cuando la R?% se acerca a0, menos de la variabilidad de y; se explica por el modelo (mas de la variabilidad de y; es
inexplicable). Entonces, a menorR? peor ajuste.

Nota. Una R 2 no implica, por si sola, que la relacién sea causal ni que el modelo sea correcto. ;O tU qué piensas?
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Analisis de varianza, la R % (3/4)

Ejemplo

Para el modelo de la esperanza de vida y el ingreso per capita tenemos:

.
Media de la vble. dep. 72.515247 D.T.delavble. dep. 8.471071

Suma de cuad. residuos 9,511.58 DT. de la regresion 6.560400

R-cuadrado corregido 0.400231

F(1,221) 149.142563 Valor p (de F) 1.49¢-26
Log-verosimilitud -734.8933 Criterio de Akaike 1,475.787
Criterio de Schwarz 1,486.008 Crit. de Hannan-Quinn 1,476.537

;Como interpretas este resultado? En particular, ;qué tan bien responde este modelo a la pregunta inicial?
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Analisis de varianza, la R % (4/4)

Ejercicio*

Calcular R? para el siguiente conjunto de datos:

x
<

w N =
(&3] (€] w
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Relacion entre la R ? y el coeficiente de correlacion

Ejercicio*
Consideremos el coeficiente de correlacion entre la variable dependiente y su valor estimado:

__ Couy.y)
ey Var(y)Var(y)

r

Muestra que:

I
<
g
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Resumen




¢{Qué hemos aprendido?

(Como se relaciona el ingreso per capita con la esperanza de vida?

Para responderla aprendimos a:

e Representar la relacion mediante un modelo lineal;

e [ncorporar un término de error;

e Estimar el componente sistematico mediante minimos cuadrados ordinarios;
e Demostrar las propiedades de los estimadores;

e Interpretar los coeficientes estimados;

e FEvaluar qué tan bien explica el modelo los datos.
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;Queé sigue?

Hasta ahora, hemos aprendido a construir evidencia cuando una variable explicativa es suficiente para representar el
fendmeno de interés. En el siguiente capitulo veremos cémo extender ese razonamiento a problemas donde intervienen
multiples variables de manera simulténea.

75/75



