Métodos Cuantitativos
I1

Modelos de Volatilidad

Alejandro Mosino - Universidad de Guanajuato

v. 2026.04.25



Introduccion




Hechos estilizados (1/3)

Antes, hemos supuesto que la varianza de los errores, 62

y financieras a menudo violan este supuesto.

, era constante. Sin embargo, las series de tiempo econdmicas

Existen dos hechos estilizados clave que motivan la necesidad de modelos de volatilidad.
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Hechos estilizados (2/3)

Agrupamiento de Volatilidad (Volatility Clustering)

Muchas series financieras exhiben periodos de calma seguidos de periodos de alta turbulencia. Los periodos de alta
(baja) turbulencia tienden a agruparse.
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Hechos estilizados (3/3)

Colas Pesadas (Leptokurtosis)

Las distribuciones de los rendimientos financieros suelen tener colas mas pesadas que una distribucién normal: los
eventos extremos (grandes caidas o subidas) ocurren con mas frecuencia de lo que se esperaria bajo normalidad.
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Heteroscedasticidad condicional

Estos hechos estilizados sugieren que la varianza no es constante a lo largo del tiempo, sino que depende de la
informacion disponible en el pasado. Esto es la heteroscedasticidad condicional
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Modelos ARCH (1/4)

Sea y; una serie de tiempo que sigue un proceso del tipo:
Vi = W + &

g ~ WN(,c?)

donde p; es una funcion del tiempo (por ejemplo, un proceso ARIMA).
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Modelos ARCH (2/4)

A diferencia de lo que hemos hecho antes, supondremos ahora que:

Er = Ut\/ht
vy ~ iid(0, 1)
hy = ap + alef_l + azetz_z + -+ ametz_m

a0 >0, 0, >20;i=1,...,m
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Modelos ARCH (3/4)

El supuesto anterior implica que, aunque la varianza no condicional de &; sigue siendo constante, /a varianza
condicional depende de sus valores pasados. Esto es:

2 _ 2 2 2
E(erler—1,€—2, ..., E1mm) = @0 + a16;_| + M€ 5 + -+ + anEry,

= h

En este caso decimos que:

g; ~ ARCH(m)
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Modelos ARCH (4/4)

Nota
Para que el proceso que sigue €; sea estacionario, es necesario que las raices del polinomio:

l—alL—asz— —amLm =0

se encuentren fuera del circulo unitario. Sitodos los @; son no-negativos, esto es equivalente a:

ar+ax+ - +a, <1
Ademas, en este caso, es facil demostrar que:

o’ = E(e?
@0

1—2;-”:1 a;

/2!
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Propiedades de los modelos ARCH: Volatility clustering

Los coeficientes a; actian como pesos que determinan cuanto influyen los choques pasados en la volatilidad actual.

e Silosa; son grandes, la respuesta de la varianza condicional a los choques es persistente.

e Silos a; son pequefios, los efectos de los choques pasados se disipan rapidamente.

Por ejemplo, consideremos un ARCH(1):
hy = ap + aletz_l

e Siaj esgrande (cercano a 1), un choque grande en €;—1 aumenta h; de manera persistente.
e Esto produce el agrupamiento de volatilidad observado en los datos financieros.

e |os periodos de alta (baja) varianza tienden a ser seguidos por otros de alta (baja) varianza.
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Propiedades de los modelos ARCH: leptokurtosis

Nota que, aunsiv; ~ N(0, 1), los errores £; de un modelo ARCH presentan colas mas pesadas que la normal.

Entonces:

e |osvalores grandes de |&;| ocurren con mayor frecuencia de la esperada bajo normalidad.

e Estosedebeaque h; cambia en el tiempo: los periodos con varianza alta generan choques mas grandes.

La leptocurtosis en los modelos ARCH surge endogenamente debido a la variabilidad de A; . No es necesario
suponer una distribucién no normal de los errores para obtener colas pesadas.
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Modelos GARCH (1/5)

Los modelos ARCH capturan el agrupamiento de volatilidad, pero pueden requerir muchos rezagos para describir
adecuadamente la dindmica de la varianza.

Una forma més parsimoniosa de modelar esta dinamica es permitir que la varianza dependa también de sus propios
valores pasados.
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Modelos GARCH (2/5)

Consideremos un modelo GARCH(1,1):

€ = Ur\/hy,

vy ~ iid(0, 1)

he = ap + aie> | + Py
ap > 0; a0 20; 1 20

Nota que este modelo combina:

e Ffectos ARCH: etz_l

e Persistencia en la volatilidad: h;_;
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Modelos GARCH (3/5)

En un modelo GARCH(1,1) la suma a; + f1 mide la persistencia de la volatilidad:

e Siespequefia, los choques se disipan rapidamente

e Siescercanaa 1, los choques afectan la volatilidad por mucho tiempo

Ademas:

ar + 1 <1

es la condicion para que el proceso sea estacionario.

Vol
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Modelos GARCH (4/5)

En general, un modelo GARC H (r, m) se escribe como:

agp > 0;a; > 0; ﬂJZO

Aqui:

e Lostérminos stz_i capturan los choques recientes (efectos ARCH).

e Lostérminos h;—j capturan la persistencia de la volatilidad (efectos GARCH).
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Modelos GARCH (5/5)

Nota

Para que el proceso sea estacionario, se requiere:

iai + iﬂj < 1.
i=1 =1

LO/ O
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Propiedades de los modelos GARCH: Volatility
clustering

Consideremos un GARCH(1, 1):

ht = Qo + aletz_l + ﬁlht—19 ao > O’ aq Z 07 ﬂl Z O-

Observa que:

Un choque grande en €;—1 incrementa h; .

A diferencia del modelo ARCH, la volatilidad también depende de su propio pasado h;—1 .

Siay + P es grande (cercano a 1), este efecto persiste durante varios periodos.

Los periodos de alta (baja) volatilidad tienden a ser seguidos por otros similares. Esto es el agrupamiento de
volatilidad.

El término By h:—1 extiende la memoria de la volatilidad sin aumentar el nimero de rezagos del modelo.
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Propiedades de los modelos GARCH: leptokurtosis

Aligual que en los modelos ARCH, aunsiv; ~ N(O, 1), los errores €; de un modelo GARCH presentan colas mas
pesadas que una distribucion normal.

Por ejemplo, para un GARCH(1, 1) tenemos que:

e |osvalores grandes de |&¢| son méas frecuentes que bajo normalidad.
e |aleptocurtosis surge endégenamente de la variabilidad de A; .

e Una mayor persistencia de la volatilidad, es decir, mayores valores de @1 + f, suele estar asociada con colas mas
pesadas.
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Prueba de efectos ARCH




Efectos ARCH

Antes de aplicar pruebas formales, puede observarse la heteroscedasticidad condicional de manera gréafica. Para esto:

1. Estimamos el modelo para y; y recuperamos sus residuales: ey .

2. Examinamos el correlograma de e?. Si se observan patrones de agrupamiento o autocorrelaciones significativas,
tenemos evidencia de efectos ARCH/GARCH.
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Prueba para los efectos ARCH

Prueba ARCH-LM de Engle (1982). Consideremos un modelo para y; .

1. Estimamos el modeloy recuperamos sus residuales: ey .

2. Ahora estimamos:
2 _ 2 2 2
e, = qotae_| +axe, 5, + -+ ane;_, + u;

3. Utilizamos el estadistico T R? para probar la siguiente hipétesis:

Ho:a1=a2=---=am=0
H; : Almenosun ¢; # 0
TR ~ y7

Nota. La prueba ARCH-LM contrasta la presencia de heteroscedasticidad condicional, sin distinguir
entre estructuras ARCH o GARCH.
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Estimacion y pronosticos,
modelos ARCH/GARCH




Estimacion de los modelos ARCH/GARCH

Los modelos con efectos ARCH/GARCH se estiman por el método de maxima verosimilitud.
En la practica:

e Seasume una distribucién para v; (normal u otra)
e | aestimacion se realiza numéricamente

e Naturalmente, el software se hace cargo de todo.

Yl o Yi



Pronosticos en modelos ARCH/GARCH (1/3)

En los modelos ARCH/GARCH, el objetivo es pronosticar la varianza condicional:

ll’;T+s|T = E(hrss | Qr)

donde Qr es el conjunto de informacién disponible hasta el tiempo T'.

Nota. Estos prondsticos se obtienen de forma recursiva, utilizando la estructura del modelo.

Vol
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Pronosticos en modelos ARCH/GARCH (2/3)

Paraun ARCH(1) tenemos que:

El pronéstico depende de los choques recientes

Conforme aumenta el horizonte, el pronéstico converge a:

a0

lim hrygr =
S— 00 1 — a1

Cuanto mayor sea @1, mas lentamente se alcanza la convergencia.

e Sia escercanoa 1, los choques afectan la volatilidad por mas tiempo.
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Pronosticos en modelos ARCH/GARCH (3/3)

Paraun GARCH(1, 1) tenemos que:

e Conforme aumenta el horizonte, el prondstico converge a:

Hm hpesr = 0
§—00 TsT = I — (a1 + ﬂl)

e Eltérmino a; + f determina la persistencia de la volatilidad.

e Sia) + f escercanoa 1, los choques se disipan lentamente.

En la practica, el comportamiento de los prondsticos en GARCH suele ser mas realista debido a la
persistencia adicional.
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Ejemplos




Ejemplo ARCH: NYSE (1/3)

Considera la tasa de rendimiento diario de la NYSE U.S. 100 del 4 de enero del 2000 al 16 de julio del 2012:
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Ejemplo ARCH: NYSE (2/3)

Ajustamos el siguiente modelo:

yt — d)o + £ Varianza condicional estimada ARCH(1): F\, 2000-01-05/ 2012-07-16
€ = Ury/ hy
30 30
hy = ag + aletz_l
£
20 20
1 10
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Ejemplo ARCH: NYSE (3/3)

Finalmente, un prondstico de h; para s = 20 periodos hacia adelante resulta en:

Varianza Condicional: Histérico y Pronoéstico (s=20) 2011-07-29 / 2012-08-13
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Ejemplo GARCH: NYSE

Considera la tasa de rendimiento diario de la NYSE U.S. 100 del 4 de enero del 2000 al 16 de julio del 2012. Si ahora
estimamos un GARCH(1, 1):

Varianza Condicional — Histérico y Pronéstico 2011-07-29 / 2013-04-22
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Ejemplo GARCH: Brent (1/3)

Considera el rendimiento del precio spot semanal del Brent (15/may/1987-1/nov/2013).

Rendimientos Semanales del Petréleo Brent 1987-05-22 / 2013-11-01
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Ejemplo GARCH: Brent (2/3)

Ajustamos el siguiente modelo:

t 1987-05-22 / 2013-11-01
— Varianza Condicional Estimada MA(1)-GARCH(1,1): h,
Vi = U+ &+ 016
— 0.010 0.010
Er = Ury/ ht
hy = 2 h
r = ao + algt_l + p1rni—q 0.008 0.008
=
0.006 0.006
0.004 0.004
0.002 0.002
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Ejemplo GARCH: Brent (3/3)

Finalmente, un prondstico de h; para s = 200 periodos hacia adelante resulta en:

Varianza Condicional: Histérico y Pronostico
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Nota que, a diferencia del del NYSE, aqui volatilidad estimada es més persistente y el prondstico tarda mas en converger

a la varianza no condicional.
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