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Introduccion




Estacionariedad (1/2)

Recordemos que una serie de tiempo, yr, es estacionaria si:

1. Su media es constante:

E(yi) = uy,
= u

2. Su funcién de autocovarianza, Cov(yy, yi—p ), es tal que:

Cov(ys, yi—n) = vy(h)
=vyh), Vhe”Z
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Estacionariedad (2/2)

;Cudles de estas series de tiempo parecen estacionarias?
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Modelos estacionarios

Para modelar series de tiempo estacionarias usamos modelos Autorregresivos con Promedios Moviles (ARMA). Estos
combinan:

e Parte autorregresiva, AR: La serie se modela como una combinacion lineal de sus valores pasados.
e Parte de medias moviles, MA: La serie se modela en funcién de sus errores pasados.

Los modelos ARMA nos permiten capturar la parte ciclica de una serie de tiempo, es decir, las fluctuaciones que
ocurren alrededor de una media constante.
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Modelos AR

Formalmente, un modelo se define como:

Vi = P1Yi-1 + Q2Yi2 + o+ Ppyi—p + &

p
= Z Qiyi—i + &
i=1

Donde:

e ¢; son los coeficientes autorregresivos, i = 1, ..., p.

e g;esunruido blanco.
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Modelos MA

Un modelo se define como:
Vi = & + 01611 + O + -+ + 0461
q
=&+ Z ngt—j
J=1
Donde:

e 0; son los coeficientes de promedios moviles, j =1, ..., q.

e g, esunruido blanco.
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Modelos ARMA

Un modelo combina los modelos AR(p) y MA(q):

p
= Z Qiyi—i + &
i=1

q
+ Z Hjst_j
J=1

Por ejemplo, un modelo ARMA(1,1):

Vi = @1yi—1 + &+ 016,21

o/‘cCr



El operador de rezagos




El operador de rezagos

El operador de rezagos, L o B, es un operador linealtal que, aplicado a una serie de tiempo, y;:
Ly: = yi—1
Naturalmente:

LZ)’t = L(Ly)
= Ly

= Ji=2
En general:

Liyt = Vi
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El operador de rezagos y los modelos ARMA (1/2)

Un modelo ARMA(p, g) puede reescribirse en términos del operador de rezagos. En particular:

Vi = P1Yi-1 + Q2Yi2 + o+ Qpyi—p + &
+ 0151_1 + 028t_2 + e + qut_q

puede reescribirse como:

Vi = @1 Ly + ¢ Ly + - + ¢, LPy, + &
+0,Le; + 0, L%e, + -+ + 0,L %,
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El operador de rezagos y los modelos ARMA (2/2)

Un modelo ARMA(p, g) puede reescribirse en términos del operador de rezagos:
O(L)y: = O(L)e;
Donde:

O(L)=1-¢L —q')2L2 —¢3L3 — e — ¢, L?
OL)=1+6,L+6,L*+6:L°+ - +6,L1



Estacionariedad e Invertibilidad (1/2)

Usando la notacion en términos del operador de rezagos, es posible demostrar que un proceso ARMA(p, q) es:

1. silas raices de @(L) = 0 estan fueradel circulo unitario (| L] > 1).
2. si las raices de @(L) = 0 estan fuera del circulo unitario (|L| > 1).
Nota

e Un proceso AR estacionario puede reescribirse como un MA(o0).

e Un proceso MA invertible puede reescribirse como un AR(00).

Estas condiciones garantizan que el modelo tenga una representacion estable y Unica.
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Estacionariedad e Invertibilidad (2/2)

Aungue en la practica no trabajamos explicitamente con representaciones AR(0o) o MA(00), su existencia es
fundamental porque permite:

e Calcular momentos poblacionales (medidas de dependencia serial).
e Construir funciones impulso-respuesta.

e Derivar la funcion de autocorrelacion parcial.
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Descomposicion de Wold y
medidas de dependencia serial




Descomposicion de Wold (1/3)

Consideremos un modelo ARMA(p,q):

D(L)y; = O(L)g;
g, ~ WN(,c?)

Deseamos calcular la funciones promedio, de autocovarianza y de autocorrelacion. Para esto, conviene expresar el
proceso en su representacion MA(oo). Luego, hacemos uso de la
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Descomposicion de Wold (2/3)

Sea {y; } un proceso débilmente estacionario con media cero y varianza finita. Entonces existe una representacion
Unica:

o0 (6]
i = Z Wi€i—i, wo = 1, Z w? < 0.
i=0 i=0

donde &; es un ruido blanco.
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Descomposicion de Wold (3/3)

Entonces, si y; es una serie estacionaria:

E(y) = n.

(0 0]
yy(h) = 6% Y wiwjen.
=0



Descomposicion de Wold: MA(1)

Como ejemplo, consideremos un proceso MA(1):
Vi = & + 016,
Este proceso cumple naturalmente con la representacion de Wold, con:

vo=1, w1 =0
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Descomposicion de Wold: AR(1)

Ahora, consideremos un proceso AR(1):

Vi = Q1yi-1 + &

Si|1| < 1, el proceso tiene representacion MA(oo):

oo

Y = Z ¢i15t—i-

i=0
Entonces, en este caso:

i

Vi=q¢;.
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Descomposicion de Wold: Ejercicio

Usando la descomposicion de Wold, muestra que, para un proceso MA(1):

(1+6Hs*> h=0 19 h=0
y(h) =1 0,02 =1 =11 Ih=1
0 hl > 1 0 |hl>1

Y muestra que, para un proceso AR(1) con |¢1| < 1:

2
lh| __ O

-’ p(h) = ¢|1hl.
1

y(h) = ¢
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Funcion de autocorrelacion (FAC): identificacion
empirica

A nivel empirico, la funcién de autocorrelacion (FAC) permite identificar patrones iniciales en la dinamica de la serie. En

particular:

Modelo Patrén FAC

AR(p) Decae gradualmente
MA(q) Se corta después del rezago q
ARMA(p,q) Decae gradualmente

La FAC permite detectar la presencia de memoria en la serie y orientar la especificacién del modelo.
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La funcion de impulso
respuesta




Funcion de Impulso-Respuesta (1/2)

La Funcion de Impulso-Respuesta (IRF):
e Muestra como un choque en el término de error, &;, afecta a una serie de tiempo, y;, en periodos futuros.

e Permite analizar la dinamica temporal de un proceso y la persistencia de los efectos de un shock.
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Funcion de Impulso-Respuesta (2/2)

Si el proceso admite representacién MA(oo):

0
Vi = Z Yi€i—js
Jj=0

entonces la IRF es simplemente:
IRF(j) = v;.

Esta nos indica el efecto que tiene un shock (normalizado a una unidad) en el periodo s-ésimo, €5, sobre la variable y;.

YC /Cr



Funcion de Impulso-Respuesta: MA(1)

Consideremos un proceso MA(1):
Ve =&+ 016,
En este caso, la FIR:

Periodo s—2 | S s+ 1 s+2 s+ 3

o o
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Funcion de Impulso-Respuesta: AR(1)

Para calcular la FIR de un proceso AR(1), primero tenemos que invertirlo. Como hemos visto antes, un proceso AR(1)
puede invertirse en un proceso MA(oo) en tanto el coeficiente || < 1:

o0
yi= ) e
i=0

Entonces, la FIR es:

Periodo s—2 | S s+ 1 s+2 s+ 3
& 0 0 1 0 0 0

Vi 0 0 1 $ & &3
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Funcion de Impulso-Respuesta: Ejemplo (1/2)
Ejerccio
Considera el proceso AR(2):

y: =0.6y,—1 + 0.2y, + &

1. Muestra que la FIR es:

s+1 s+2 s+3

Vi 0 0 1 0.6 0.516  0.4579

L 1[IV
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Funcion de Impulso-Respuesta: Ejemplo (2/2)

2. Grafica la FIR de este proceso. Muestra que esta es:

Funcién de Impulso-Respuesta del AR(2)

FIR
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Funcion de autocorrelacion
parcial




La funcion de autocorrelacion parcial (1/4)

Considera un proceso AR(p):

Vi = P1Yi-1 + Q2Yi2 + o+ Ppyi—p + &
g, ~ WN(,c?)

Este puede reescribirse como:

Vi=P1yi1 + Py + o+ GpVip+ 0 yip 1 +0 -y p2 + -+ 0 Yip + &
g, ~ WN(O, 6?)



La funcion de autocorrelacion parcial (2/4)

Lo anterior indica que, s/ nuestro proceso es realmente un AR(p)todos los coeficientes:

¢p+l = ¢p+2 = = ¢p+m
=0

En palabras: 1) la FACP es distinta de cero hasta el rezago p; 2) para rezagos mayores, la FACP es cero.

Esta observacion da origen a la definicion de funcion de autocorrelacion parcial.
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La funcion de autocorrelacion parcial (3/4)

La funcién de autocorrelacion parcial (FACP), no es mas que la secuencia de coeficientes ¢y del sistema:

Vi = Q11Yi—1 + €1
Vi = @21 Yi-1 + QY2 + €
Vi = @31Yi—1 + @32Yi—2 + P33 yi-3 + €3

Vi = Qi1 Vi1 + Prayi—a + -+ + GriVi—k + €k

La FACP mide la correlacidon entre y; v ys—k una vez controlado el efecto lineal de los rezagos intermedios.
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La funcion de autocorrelacion parcial (4/4)

Para encontrar la FACP podemos utilizar la siguiente férmula de correlacion condicional:

PXy — PxzPyz

V=2 =5

Corr(X,Y | Z2) =



La funcion de autocorrelacion parcial: Ejemplos

Podemos mostrar que, para un proceso AR(1), la funcién de autocorrelacion parcial es:

b1 = pi
Y, para un proceso AR(2):
b1 = pi
p2 — pi
¢ = 5




La funcion de autocorrelacion parcial: Estimacion

En la practica, la FACP no es mas que una secuencia de coeficientes estimados por el método de los minimos
cuadrados ordinarios.
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La funcion de autocorrelacion parcial: identificacion
empirica

Aligual que la FAC, la funcion de autocorrelacion parcial permite identificar patrones iniciales en la dinamica de la serie.
En este caso tenemos:

Modelo Patrén FACP

AR(p) Se corta después del rezago p
MA(q) Decae gradualmente

ARMA(p,q) Decae gradualmente

S7I/Cr



Identificacion del orden de un
ARMA(p,q)




Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (1/8)

En ausencia de pardmetros,usamos las observaciones { y; thl para encontrar:

Promedio muestral

Autocovarianza muestral

Autocorrelacion muestral

Autocorrelacién parcial

Para identificar el orden de un ARMA(p,q), comparamos el comportamiento de las medidas de dependencia serial
muestrales con el comportamiento teorico para diferentes valores de py de g.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (2/8)

Regla 1

La funcion de autocorrelacion puede ayudarnos a saber si el modelo adecuado es un AR/ARMA o un MA. Si el modelo es
un MA, la funcion de autocorrelacién nos indica su orden.
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Sila FAC presenta corte abrupto, tenemos evidencia de componente MA(q).

Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (3/8)

Regla 2

Si el modelo resulta ser un AR(p), la funcion de autocorrelacion parcial nos indicara su orden.

FACP de MA(1) FACP de MA(2)
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Sila FACP presenta corte abrupto, tenemos evidencia de componente AR(p).
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (4/8)

Regla 3

Los residuales del modelo seleccionado deben comportarse (estadisticamente) como un ruido blanco.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (5/8)

Para saber si el residual de un proceso se comporta (estadisticamente) como un ruido blanco, usamos el
de Ljung-Box

2
h

p
T — h

Q=TT +2) Y
h=1

Probamos la hipotesis nula:

Hy:e,~WN
Hy:e~~WN

Si la hipdtesis nula es correcta, se puede demostrar que:

Q1 ~ yi; m~ T
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (6/8)

Regla 4

Sitenemos mas de un modelo, podemos seleccionar el mejor usando la funcién de verosimilitud. En general, el modelo
con un valor mas alto para la funcién de (log) verosimilitud es el mejor.

Esto también nos ayuda a elegir el orden de un proceso ARMA(p, g) cuando py g son simultdneamente diferentes de
cero.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (7/8)

Alternativamente, podemos elegir el modelo comparando:

e |osvalores del criterio de informacion de Akaike (AIC):

AIC = E[-2L(")] = T'In(s?) + 2k

e Losvalores del criterio de informacion de Schwartz (SIC o BIC):

BIC = T In(s%) + kIn(T)

En general, buscamos el modelo que tenga el menorvalor posible para estos criterios.
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Identificacion del orden de un ARMA(p,q) (8/8)

Regla 5
Siel AICy el BIC seleccionan modelos diferentes, tomar en cuenta que:
o AIC es eficiente: selecciona el modelo que tenga el error de prediccion mas pequefio.

e BIC es consistente: selecciona el modelo correcto con probabilidad 1 si T es grande.
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Estimacion de un ARMA(p,q)

Nota

Una vez que hemos identificado el orden del proceso, podemos estimar este usando el método de maxima
verosimilitud.
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Pronosticos




Prondsticos usando ARMA(p,q)

Una vez que hemos estimado los coeficientes de un proceso ARMA(p,q), podemos utilizar el modelo para realizar
pronosticos.

Sea yr el ultimo valor disponible de y; . Entonces, el mejor prondstico para h periodos hacia el futuro de yy,
Yrimr> h=1,2,... esla -

Yrenr = EQren | 1),

Qr ={yr,yr—1,yr-2, ...}

la cual, en el caso de normalidad, coincide con el valor esperado condicional.
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Pronodsticos usando ARMA(p,q): Ejemplo

Ejemplo
Consideremos un proceso AR(1):

Vi =¢o + h1yi-1 + &, |h1] <1
g ~ iid N(0, 6%)

En este caso tenemos:

E(yrs1 | Qr) = ¢o + P17,
E(yr+2 | Qr) = ¢o(1 + ¢1) + ¢y,

E(yres | Qr) = ¢o(1 + 1 + ¢7) + ¢jyr,

h—1
Ern | Q1) = ¢o Z ¢ + Plyr
=0

= u(l — ¢ + ¢lyr

TSIV
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Pronodsticos usando ARMA(p,q) (3/3)

Ejemplo (cont’d)
Nota que, para un proceso AR(1), si consideramos un horizonte mas largo:

Nm E(yren | Qr) = 4,

donde:

$o
1—¢1

Esto es, E(yr+n) converge a la media no condicional de yy.

M:
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Varianza del pronostico (1/2)

Por supuesto, la calidad del prondstico yr4, depende crucialmente de la
Var [yT+h — Ertn | QT)]-

Ejemplo

Consideremos un proceso AR(1). La varianza del error de prondstico de y; para h periodos hacia el futuro es:

h—1

\/ar[yT+h — Eyrsn | QT)] =0’ Z ‘p%j
j=0

21_‘15%}1
1 - ¢?
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Varianza del pronostico (2/2)

Nota que, conforme h crece, tenemos que la varianza del pronéstico converge a la varianza no condicionalde yy

0.2

lim Var{yren — Erron | Q)] = —2—.
hirl‘;lo ar[yT+h (yT+h | T)] 1 _ ¢%
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Pronosticos, caso general

Recordemos que, si un proceso ARMA(p, g) es estacionario e invertible, existe una representacién MA(oco) de la forma:

0
Yt=ﬂ+zllfi5t—i, ywo = 1.

i=0
En este caso:
h—1
\/ar[yT+h — E(yran | QT)] = ¢ Z ll/iz
i=0

hli_)m EQrin | Qr) = p .
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Intervalos de prediccion

Sig; ~ iidN(0, 62), un intervalo de confianza de 100(1 — a)% para yr4 se calcula como:

Yrenr £ Zi-an2 \/ Var|yren — Erren | Q1)].

Porejemplo, sia = 0.05, zi_4» = 1.96. Entonces:

Yrowr = 1.96 \/\/a”[yﬂh — Eren | Q1)
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Estimacion y pronosticos: Ejemplo

En el siguiente ejemplo usamos un indice para el empleo en Canada que va desde el primer trimestre de 1962 al cuarto
trimestre de 1992. Usamos un modelo AR(2) para pronosticar los cuatro trimestres de 1993y 1994.

Empleo en Canada: ajuste AR(2) y pronéstico

indice de empleo
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